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Entendemos que uno de los inconvenientes de la materia Introduccion a la
Fisica es que no hay textos cuyo contenido se ajuste al temario contemplado en el plan
de estudios de la FaMAF. Por esto, nos parecio que podria ser iitil para los estudiantes
editar un apunte que cubra el temario de la materia Introduccion a la Fisica del plan
de estudio de la carrera de Licenciatura en Fisica.

La escritura de este apunte se ha basado en nuestra experiencia docente en la
materia y nuestras notas de clase, las cuales fueron inspiradas en las notas de clase de
Oscar Villagra que a su vez fueron inspiradas en las notas de clase de anteriores
responsables de la materia. Se ha tratado de hacer un desarrollo conciso de los temas,
seleccionando las demostraciones que se consideran mds simples para la comprension
de los estudiantes y se han incorporado muchas ilustraciones que intentan clarificar lo
expresado en el texto. Este apunte incluye no solo temas especificos de fisica, sino
también se incluyen temas de matemdtica que son necesarios para el adecuado
desarrollo de los conceptos de fisica a desarrollar.

Agradecemos a los Dres. Clemar Schurrer y Jorge Trincavelli por la lectura de
estos apuntes y sugerencias realizadas para que sea lo mds claro posible para los
estudiantes.
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Capitulo 1
Consideraciones generales

No es simple dar una definicion de que es la fisica y en la literatura existen
muchos intentos de definicién, por ejemplo:

- La fisica es una ciencia que tiene como objetivo medir y relacionar los resultados de
estas medidas entre si y con otras magnitudes que no son directamente medibles, y
deducir de estas relaciones leyes cuantitativas que puedan ser comprobadas
posteriormente mediante nuevas medidas.

- Ciencia que estudia las propiedades de la materia y de la energia, que pueden ser
medidas, y de las leyes que no modifican la estructura intima de los cuerpos.

Nosotros s6lo diremos que la fisica es la ciencia que estudia, analiza y describe
eventos que ocurren en la naturaleza y no involucran los procesos de la vida.

La fisica es una ciencia experimental, es decir que toda afirmacién que se haga
en fisica debe estar verificada por la experiencia. De la experimentacion nacen las leyes
de la fisica. Estas leyes sintetizan los resultados de las experiencias pues han sido
deducidas de estos mismos experimentos. Las leyes ademds permiten predecir nuevos
eventos fisicos que deben ser verificados experimentalmente.

Si deseamos estudiar fisica, o sea realizar una descripcion de la naturaleza, lo
podemos hacer de una manera cualitativa. Sin embargo, para hacer una descripcién més
precisa, es decir si deseamos cuantificar esta descripcién, vamos a necesitar de un
idioma que represente los conceptos con la precision requerida. El idioma de la fisica es
la matemadtica. Los conceptos de la fisica son representados mediante expresiones
matemdticas. Por esta razéon en este curso desarrollaremos la matematica que
necesitamos para expresar los conceptos de la fisica.

En este curso de fisica iniciaremos el estudio de lo que se denomina Mecdnica
Elemental, y en particular comenzaremos estudiando la cinemadtica. Por cinematica
entendemos el estudio del movimiento de los cuerpos respondiendo a la pregunta ;cémo
se mueven?, sin interesarnos la causa por la cudl se mueven. El andlisis sobre qué hace
que los cuerpos se muevan de determinada forma lo abordaremos mas adelante cuando
estudiemos la dindmica de los cuerpos. Comenzaremos estudiando el movimiento de
cuerpos, es decir trataremos de describir qué posiciones del espacio van ocupando a
medida que transcurre el tiempo.

Para simplificar esta descripcion inicialmente consideraremos a estos cuerpos
como puntos materiales (cuerpos puntuales, sin dimensiones). Por lo tanto analizaremos
sus movimientos de traslacion sin considerar rotaciones alrededor de ejes propios. Por
ejemplo la tierra para nosotros es un punto que gira alrededor del sol y no tendremos en
cuenta la rotacion alrededor de su propio eje.



Movimiento de un cuerpo en la recta

Para abordar el estudio del movimiento de traslacién de un cuerpo, comenzamos
analizando los casos mas sencillos. Por esta razén comenzaremos a estudiar el
movimiento de cuerpos que se mueven sobre una recta. En este tipo de movimiento la
recta es el universo para el cuerpo y en ella se mueve. Toda vez que la posicién de un
cuerpo se pueda describir por medio de un punto diremos que ese cuerpo es un cuerpo
puntual.

]

Cuerpo puntual —

Como nuestro objetivo es analizar el movimiento del cuerpo necesitamos poder
determinar la ubicacién o posicion del cuerpo sobre la recta. Para ello fijamos un punto
sobre la recta, respecto del cual referiremos la posicidon del cuerpo. A ese punto lo
[lamaremos origen.

Una posibilidad para determinar la posicion del cuerpo es dar la distancia que
existe entre el cuerpo y el origen, es decir dar la longitud del segmento de recta que se
extiende desde el punto elegido como origen y el punto que corresponde a la posicién
del cuerpo. Lo que debemos analizar es si de esa manera queda identificada de manera
univoca la posicion del cuerpo.

dsy = OA

El problema es que con esta manera de definir la posicién del cuerpo se nos
presenta una ambigiiedad. Si damos la posicién del cuerpo mediante la distancia d
estamos ante dos posibilidades, una es que esté a la derecha de O y la otra es que esté a
la izquierda de O. Entonces vemos que de esta forma no podemos definir de manera
univoca la posicién del cuerpo y por lo tanto debemos encontrar un modo de eliminar
esta dualidad. La forma més simple y directa es agregar si el cuerpo estd a la derecha o a
la izquierda del origen.

C 4o=o0cC O dy = OA
<> Y
dp = OB
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Para indicar la posicién de estos cuerpos, utilizando la modificacién en la
definicion, nosotros dirfamos:

A estd a una distancia d, y a la derecha de O
B estd a una distancia dg y a la derecha de O
C estd a una distancia dc y a la izquierda de O

Lamentablemente esta manera de expresar la ubicacién de los puntos tiene dos
inconvenientes: a) la nocién de derecha o izquierda de la recta no estd univocamente
determinada, pues depende desde qué lado de la recta se estd observando. b) Esta forma
de especificar la posicion de un cuerpo es complicada, muy extensa, no es operativa
pues deberia ser definida mediante un nimero.

Sistema de coordenadas

Para poder expresar de manera precisa la ubicacién de los puntos (o cuerpos
puntuales) en nuestro universo (recta) definimos dos entes:

1) Sistema de coordenadas unidimensional.
2) Las coordenadas que estardn referidas al sistema definido en el punto 1).

1) El sistema de coordenadas unidimensional se define mediante:

a) Una recta sobre la que se desplaza el cuerpo cuyo movimiento queremos describir.
b) Un punto arbitrario elegido como origen de coordenadas.

¢) Una unidad de medida de longitudes.

d) Una, y s6lo una, punta de flecha que indica hacia dénde crecen las coordenadas.

2) La coordenada se define por medio de:

a) Un niimero que es la distancia desde el origen de coordenadas al punto

b) Un signo que indica si el punto se encuentra desde el origen hacia la flecha (+) o en
sentido opuesto (-)

B A

y : L

XB 0 XA X
v, =-OF v =+0A

Entonces, cuando deseamos describir el movimiento de un cuerpo que puede
desplazarse sobre una recta debemos colocar el sistema de coordenadas sobre dicha
recta. El origen de coordenadas “O” y el sentido positivo es totalmente arbitrario.

o
Sy

= A
o
N



Estos son dos sistemas de coordenadas diferentes y podemos expresar las
coordenadas del cuerpo en cualquiera de ellos. Lo importante es que elegido uno de
ellos éste se mantenga mientras estemos efectuando la descripcién del movimiento del
cuerpo.

Por lo tanto la utilizacién de un sistema de coordenadas y de la coordenada del
cuerpo en dicho sistema es la forma matematica de describir la posicion del cuerpo en el
espacio.

Distancia entre dos puntos

En el espacio usual, también denominado espacio euclidiano, la distancia entre
dos puntos es la longitud del segmento de recta que los une. Es decir la distancia que
hay que recorrer para ir directamente de un punto al otro. Por supuesto que la distancia,
que es la longitud de un segmento de recta, es positiva (d > 0).

Veamos ahora cdmo podemos calcular la distancia entre dos puntos en funcién
de las coordenadas de ambos puntos.

a) A B
i n |;| >
o) XA XB X
x, =04 x, = OB
d,;=OB-0A = d,,=x,—x,
b) B A
: i y >
(o) XB XA X
x, =04 x, = OB
d,;=0A-0B = d,,=x,—x,
C
) A B
D [ ] |T| »
1 i T >
XA o) XB X
xA:—O_A 'XB:5§



d)

S
& 1w
o -
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x, =—0A x,=—O0B

dyy=0A-0B = d,,=—x,+t+xy; = d,=x,—x,

De los casos analizados anteriormente vemos que la distancia depende de las
coordenadas de los cuerpos A y B en el sistema de coordenadas. En ciertos casos la
distancia es x4-xp y en otras xz-x4. Para no tener que analizar en cada caso en particular
qué diferencia es la que debemos hacer, y teniendo en cuenta que la distancia es un
ndmero positivo, definimos

dAB = |xB _xA| = |xA _xB|

Es decir que en nuestro universo la distancia entre dos puntos es el valor
absoluto de la diferencia de las coordenadas de ambos puntos.



Capitulo 2:
Relacion entre posicion y tiempo

Hemos dicho que vamos a describir el movimiento de los cuerpos que se
mueven sobre una trayectoria rectilinea. Hasta ahora hemos desarrollado los elementos
necesarios para dar su posicién (sistema de coordenadas y coordenadas de los cuerpos)
en la recta. Decir que estudiaremos cOomo se mueven significa analizar como se
modifica su posicién a medida que transcurre el tiempo. Si bien el concepto de tiempo
es algo dificil de definir, pensemos por ahora que el tiempo es simplemente aquello que
medimos con un reloj y siempre aumenta.

Supongamos que tenemos un cuerpo que se desplaza sobre una recta. A esa recta
le adosamos un sistema de coordenadas para poder dar su posiciéon de manera precisa.
Ahora saquemos fotos del sistema a distintos tiempos.

t; } |T| »
0 X1 X
%) } D >
0 X2 X
13 } |T| »
0 X3 x
ty } D >
0 X4 X
ts5 D } >
X5 0 X
ts |T| } >
X6 [0) X

v

Entonces tenemos que las coordenadas son sucesivamente x;, Xz, X3, X4 X5, Xg, X7,
X8 wueenn correspondientes a los tiempos #;, 1o, 13, 1y, 15, ts, 17, s, -..... que son sucesivos y
crecientes. A los ¢; los llamamos instantes de tiempo y satisfacen que #;<£;< #3< 4< ts.....
Con estos valores de x y t podemos confeccionar una tabla

t X
5] Xj
I X2
I3 X3
14 X4
Is Xs
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A las coordenadas x; sabemos como medirlas, analicemos ahora cémo hacer con
los valores de tiempo (#;). Podriamos tomar para ¢ la “hora civil” por ejemplo

t; =1las 12 hs 35 m 48,3 s del 9 de marzo de 2007
t; =las 9 hs 28 m 15,2 s del 10 de octubre de 1993

Al hacer esto estamos aceptando una convencion, pues estamos asignando a ¢ el
tiempo transcurrido a partir de cierto momento histérico que arbitrariamente se asigné
como cero. En los ejemplos, el origen de la medicion de los tiempos coincide con el
nacimiento de Jesds y esto es lo que generalmente se tomd como eje temporal para
narrar la historia de la humanidad en el hemisferio occidental. Y se toma como tiempos
negativos a los que corresponden a instantes previos al tomado como cero (p.e. -59 afios
=59 afios AC). Este origen de los tiempos es arbitrario y puede ser significativo para los
cristianos pero no para otras civilizaciones. Nosotros podemos hacer lo mismo que ya
hemos hecho con el origen del sistema de coordenadas y elegir arbitrariamente el origen
del tiempo que sea mds conveniente para nuestra descripcién del movimiento.
Mantendremos las unidades (h,m,s) y el sentido serd creciente hacia el futuro. Por lo
tanto, elegimos el origen de los ¢ en la tabla de manera que sea mds comodo y
consideraremos que:

- El tiempo del origen es igual a 0
- Tiempos posteriores al origen son positivos (¢ > 0)
- Tiempos anteriores al origen son negativos (¢ < 0)

Con estos elementos podemos representar los valores de tiempo de manera similar a
lo que hicimos con los de espacio. Es decir que tendremos un sistema de coordenadas
temporales donde cada punto de la recta representa un instante de tiempo. La distancia
entre dos puntos de este eje se denomina intervalo de tiempo.

v

Funcion de movimiento

Por lo tanto, para describir el movimiento de los cuerpos tendremos coordenadas
espaciales x y temporales ¢ relacionadas. La relacidn estd presente en la tabla que hemos
confeccionado con los valores de x; y #;,. Nosotros podemos graficar los valores de la
tabla colocando en el eje de las abscisas los valores de ¢ y en el de las ordenadas, los
correspondientes de x. El conjunto de puntos que hemos graficado muestra la
informacion experimental que disponemos sobre el movimiento del cuerpo. Con esta
informacion podriamos, eventualmente, encontrar una funcién matemdatica x = f{t) la
cual, si la evaluamos en los instantes de tiempo de nuestra tabla, su valor nos da la
coordenada del cuerpo en ese instante. Nosotros supondremos, hasta tener evidencia
experimental en contrario, que esta funcién nos da la coordenada del cuerpo para todo
tiempo t. A esta funcion se la llama funcion de movimiento del cuerpo. Esta relacion

11



matemdtica nos permite conocer cudl es la posicion del cuerpo (su coordenada espacial)
para cualquier instante de tiempo.

v

Veamos ahora cémo pueden ser las graficas de las funciones de movimiento de
un cuerpo:

a)

»
»

i 4

Esta es la grafica de una posible funcién de movimiento, para cada instante de tiempo
estd determinada la posicién del cuerpo, es decir su coordenada x.

12



b)

L

‘X
/

Si bien estos grificos representan a funciones, estas no pueden corresponder ser
funciones de movimiento, es decir no pueden describir el movimiento de un cuerpo.
Esto se debe a que si observamos que un cuerpo estd en una determinada posicién en un
instante de tiempo no lo podremos encontrar, en un tiempo posterior, en otra posicién
sin que haya pasado por todas las otras posiciones que unen dichos puntos. Por lo tanto
las funciones que describen el movimiento de cuerpos deben ser funciones continuas.

c)

v

Este grafico no corresponde a una funcién y tampoco puede representar a la funcién de
movimiento de un cuerpo pues para determinados instantes, ¢, el cuerpo se encuentra en
varias posiciones diferentes.

En resumen, las relaciones entre los valores de las coordenadas (x;) y de los
tiempos (#;) para representar el movimiento de un cuerpo debe ser una funcién continua
(es decir que su grafica no puede tener saltos) y definida en todo el intervalo de interés.
Mas adelante veremos si es necesario imponer mayores condiciones a una funcién para
que pueda representar a la funcién de movimiento de un cuerpo.

13



Ejemplos de funciones de movimiento
A continuacién vamos a analizar algunas funciones matematicas que pueden

representar funciones de movimiento. El andlisis de estas funciones se realizarda de
manera muy sucinta pues este tema ha sido estudiado en el curso de nivelacién.

Funcion constante

x=c Vt y ce I (veamos el caso particular en que ¢ > 0)

v

Este grafico representa la funcién de movimiento de un cuerpo que estd en
reposo, para todo tiempo el cuerpo se encuentra en la misma posicion.

Funcion lineal
x=at+b Vt 'y aybeX

Sabemos que el gréfico de esta funcidn es una recta y que la constante a es la pendiente
y b, la ordenada al origen. Al movimiento que representa esta funcién se lo denomina
“Movimiento rectilineo uniforme”. Ya veremos mds adelante a qué se debe esta
denominacion.

14



Si dos cuerpos poseen funciones de movimiento que son descriptas por
funciones lineales y éstas corresponden a rectas no son paralelas, sus grificas se
cortardn en un punto. Fisicamente entendemos esto cémo que en ese punto ambos
cuerpos se encuentran, es decir los dos cuerpos estén en la misma posicion espacial en
el mismo instante de tiempo. Para resolver este problema debemos escribir las funciones
de movimiento de ambos cuerpos

at+b
at+

A
X

B
X

en el punto de encuentro los valores de ¢ y x, que llamaremos ¢, y x., satisfacen

er:ate+b
at, +

B
X e

con er = . Resolver el problema fisico del encuentro de dos cuerpos se transforma
en resolver el problema matemético de encontrar el punto de cruce de dos rectas, para
lo cual debemos resolver un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas.

v

Otro problema fisico que podemos plantear es encontrar la funcién de movimiento de
un cuerpo con movimiento rectilineo uniforme, conociendo que en el instante de tiempo
t; el cuerpo se encuentra en la posicién x; y en el instante de tiempo #; estd en la
posicién x,. Saber que el cuerpo se mueve con movimiento rectilineo uniforme nos
indica que la funcién de movimiento serd una funcién lineal. Ademds sabemos que los
pares ordenados (¢; , x; ) y (f2 , x» ) pertenecen a dicha recta. Por lo tanto el problema
fisico de encontrar la funcién de movimiento se reduce a resolver el problema
matemdtico de encontrar la ecuacién de la recta que pasa por los dos pares ordenados

indicados. ,

il 4
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Capitulo 3:
Velocidad media

Con el propésito de describir el movimiento de un cuerpo que se mueve sobre
una recta hemos ido incorporando algunos elementos esenciales para lograr dicho
objetivo. En primer lugar definimos un sistema de coordenadas y las coordenadas y con
ello quedo6 rigurosamente determinada la posicién de los cuerpos en la recta. Luego
definimos la funcién de movimiento del cuerpo ( x = f{(#) 6 x = x(¢) ) que nos da la
coordenada del cuerpo en cada instante de tiempo.

Ahora daremos otro elemento que aporta mas informacion acerca del
movimiento de los cuerpos. Definiremos la velocidad media que es una magnitud que
da informacidn acerca de la “rapidez” con que se desplazan los cuerpos. La velocidad
media estd definida como el cociente entre el desplazamiento que realiza el movil y el
tiempo que emplea en realizarlo.

vzxz_xl =AX

— donde x, = x(t x, = x(t
P L =x(t) Yy x,=a(1)

-~
=
v

—

Vemos que el valor de la velocidad media coincide con el valor de la pendiente de la
recta secante a la curva x(¢) que pasa por los puntos (t;, X1) y (tz, X2).

Coémo At es siempre positivo el signo de la velocidad media depende del signo
de Ax. En el gréfico de arriba la velocidad media es positiva y podemos ver en que en el
intervalo de tiempo At el cuerpo se ha movido hacia las coordenadas crecientes. En el
grafico de abajo la velocidad media es negativa y en este caso el cuerpo se ha movido
hacia las coordenadas decrecientes en el intervalo de tiempo considerado. El signo de la
velocidad media depende del sistema de coordenadas al cual se refiera el movimiento
del cuerpo. Si hubiéramos elegido un sentido diferente para las coordenadas crecientes
los signos en la velocidad media cambiaria en ambos casos.

16



x = x(1)

v

Puede ocurrir que el cuerpo haya ido modificando su posicién, pero que la
velocidad media sea igual a cero si elegimos un intervalo de tiempo para el cual el
cuerpo se encontraba en la misma posicién en ambos extremos del mismo como se ve
en el préximo gréfico.

X = x(t)

X1, X2

i

Cbémo vemos esta definicion de la velocidad media nos da informacién de cuan
rdpidamente el cuerpo modifica su posicion en el intervalo considerado y ademds el
signo nos da informaciéon de hacia donde se estd moviendo (hacia las coordenadas
crecientes o en direccion inversa). Por lo tanto ya no utilizaremos la definicion intuitiva
de velocidad que traiamos del secundario segtn la cual V = d/f, donde d es la distancia
recorrida por el cuerpo y ¢ el tiempo utilizado para recorrer esa distancia. Pues en esta
definiciéon no hay referencia al sistema de coordenadas ni un signo que indique el
sentido del movimiento.
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Como las variaciones de posicién las medimos en unidades de longitud ([4x]/=L
en cm, m, km, etc.) y los intervalos de tiempo en unidades de tiempo ([4f]=t en s, h,
etc.) las unidades en que se mide la velocidad media son:

f_[Ax]_L cm _m _km
[V]_m_7 = s s h

Calculo de la velocidad media para algunas funciones de movimiento

Analicemos ahora la velocidad media para algunas de las funciones de
movimiento estudiadas en el capitulo 2. Pero antes de realizar este andlisis definamos la
notaciéon que utilizaremos. Para calcular la velocidad media debemos realizar el
siguiente cdlculo:

_ x,-x  Ax

v=2Th o8 donde x, =x) y x,=x(t,)
t,—t, At
At=t, -t = t, =t +At

Ax=x, —x, = x(t,) — x(t,) = x(t, + At) — x(t,)

Comencemos a calcular la velocidad media para algunos movimientos
unidimensionales simples los cuales son descriptos por las funciones de movimiento
analizadas previamente.

a) Funcion constante: x(t) = ay

x(t)=a, y x(t,)=a, = V=

Vemos que independiente del intervalo de tiempo que tomemos la velocidad media es
nula. Esto es compatible con el movimiento descrito por esta funcién de movimiento, la
cual corresponde a un cuerpo en reposo.

b) Funcion lineal: x(t) = a; t + ap

x(t)=at +a, y x(t,)=at,+a,

— \at,+a,)—\at, +a a(t,—t —
V=(12 0) (11 0)= (5 l)=a1 = V=cte Vit
t, -t 1, -t

Un cuerpo cuya funciéon de movimiento es una funcidén lineal tiene una
velocidad media constante cuyo valor coincide con la pendiente de la recta. Ahora
vemos que el movimiento descripto por esta funciéon se denomina Movimiento
Rectilineo Uniforme pues el cuerpo se mueve sobre una recta y su velocidad media es
constante independiente de los instantes #; y f, que elijamos para su cédlculo.
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En las dos funciones de movimiento en las cuales hemos calculado la velocidad
media (funcién constante y funcién lineal) la velocidad media es constante, es decir
independiente del intervalo de tiempo utilizado para su cdlculo. En ambos casos la recta
secante, que une los dos puntos tomados para el cdlculo de la velocidad media, coincide
con la funcién de movimiento.

¢) Polinomio de segundo grado: x(t) = a; Ptart+ap

x(t) = aztl2 +at +a, y x(t,)= aztz2 +ait, +a,
2 2
V= (a2t2 +at, +a())_(a2tl +a,f, +a0)
I, —1

az(l‘z2 _t12)+a1(t2 _t1)
L, =1
V=a,t,+t)+a, =a,2t, + At)+aq,

V=

X = x(t)

v

Cémo vemos, en el caso en que la funcion de movimiento del cuerpo sea un
polinomio de segundo grado, la velocidad media ya no es constante y depende del valor
de t; y del intervalo de tiempo At elegidos para su determinacion. Es decir que aunque
mantengamos #; constante la velocidad media variard al cambiar A4f, pudiendo llegar a
Ser cero.

Podriamos seguir analizando la velocidad media para otras funciones de
movimiento tan o mas complicadas que la anterior y encontrariamos que, salvo para la
funcion lineal, en general la velocidad media depende de los valores elegidos para At y
t;. Como vemos en el grafico de abajo, dependiendo el intervalo tomado, la velocidad
media para la misma funcién de movimiento puede ser positiva, nula o negativa. Esto
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significa que la velocidad media da una informacién relacionada a todo el intervalo y
por lo tanto puede variar dependiendo del intervalo de tiempo que consideremos.

En particular podemos tener dos movimientos totalmente diferentes para los cuales la
velocidad media sea la misma en el mismo intervalo de tiempo.

Xa = XA(1)

v

t

Como vemos, salvo cuando la funcion de movimiento es una funcién constante o
una funcién lineal, el concepto de velocidad media no es un pardmetro que permita
caracterizar adecuadamente el movimiento del cuerpo. Por lo tanto debemos ver como
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podemos definir la velocidad de un cuerpo con el propdsito de obtener un parametro que
nos sea mds util en la caracterizacién del movimiento de un cuerpo.

Como la velocidad media caracteriza correctamente el movimiento rectilineo
uniforme (la funcién de movimiento es lineal) lo que podemos hacer como primera
opcidn es restringir el intervalo de tiempo en el cual vamos a calcular la velocidad
media. Podemos elegir un intervalo de tiempo lo suficientemente pequefio de manera tal
que en él el movimiento pueda ser considerado aproximadamente rectilineo y uniforme.

Cuanto mas pequefio sea el intervalo de tiempo elegido para el cilculo de la
velocidad media, el movimiento en dicho intervalo mas se parecerd a un movimiento
uniforme. En este intervalo la velocidad media que calculemos serd constante y por lo
tanto nos da informacidon de como varia la posicion del cuerpo en un dado instante de
tiempo y un entorno reducido del mismo. El problema es que depende del
comportamiento de la funcién de movimiento cudn pequefio debe ser el intervalo de
tiempo de manera tal que podamos considerar el movimiento en él como uniforme. Para
solucionar este problema lo que podemos hacer es tomar un intervalo de tiempo y luego
analizar que ocurre con la velocidad media cuando hacemos a éste tan pequefio como
queramos, es decir hacer tender el tamafo del intervalo de tiempo a cero (4t — 0). El
posible inconveniente que se nos puede presentar es que en el cdlculo de la velocidad
media estamos haciendo tender a cero el denominador. Sin embargo cuando el intervalo
de tiempo tiende a cero también tiende a cero la variacion de la posicién del cuerpo
(4 — 0) y por lo tanto es de esperar que el cociente Ax/At tienda a un valor finito
cuando At — 0.

Si calculamos la velocidad media haciendo tender el intervalo a cero entonces la
velocidad media no serd una funcién del intervalo de tiempo sino del instante de tiempo
en el cual estamos realizando el cdlculo, por lo tanto estaremos obteniendo una
informacion que es funcion de un determinado instante de tiempo (tal como es la
funcién de movimiento), por lo tanto a este cdlculo ya no nos dard la velocidad media
del cuerpo sino la velocidad instantdnea. Entonces definimos:
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lim Ax
At — 0 At

%

donde:

Ax = x2—x; = x(t2) — x(t1) = x(t; + At) — x(1;)
At =t,—t; = (t; + At) — 14

Analicemos geométricamente que es lo que estamos haciendo en este proceso.
Cuando evaludbamos la velocidad media estdbamos calculando la pendiente de la recta
secante que unia los dos puntos utilizados para el célculo.

A
X

N\

v

/0 1 L+A” A 1+ At t

Cuando hacemos tender el intervalo de tiempo a cero (4t — 0, At > A’ > At” ...) para
la determinacion de la velocidad media vamos calculando la pendiente de las distintas
rectas secantes (FQ, PO, PO",...... ). En el limite cuando Ar — 0 las rectas secantes van
tendiendo a la recta tangente (7)) a la funcién de movimiento en el punto (¢;, x(¢;)). Por
lo tanto, el valor de la velocidad instantdnea del cuerpo para un determinado instante de
tiempo es la pendiente de la recta tangente a la funcidon de movimiento en dicho instante
de tiempo.

Al hacer tender a cero el intervalo de tiempo en el cual calculamos la velocidad
media estamos realizando el cdlculo de lo que denominamos velocidad del cuerpo (6
velocidad instantanea) y que estd definida como:

o) = lim  x(+An)-x(r) _ lim Ax
T A0 At At — 0 Az

Esta es, desde el punto de vista matematico, la definicion de la derivada de la funcién
x(t) respecto a f; por lo tanto, como la funcién de movimiento es continua, nosotros
determinamos la velocidad instantdnea de un cuerpo realizando su derivada respecto al
tiempo.
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dx lim Ax
v(it)=—= —
dt At — 0 At

Definicion de derivada

Por un momento dejaremos de lado la fisica y nos concentraremos en desarrollar
el concepto de la derivada de una funcién. Ya hemos visto el concepto geométrico de
derivada como la pendiente de la recta tangente a la curva. Supongamos que tenemos
una funcién y de la variable independiente x (y = y(x)) de la cual queremos calcular su
derivada. Para calcular la derivada de la funcién respecto a su variable independiente
debemos hacer

dy _ lim  y(x+Ax)-y(x) _ lim Ay

dx  Ax—0 Ax T Ax—0Ax

Pero este cédlculo implica realizar el limite de una funcién, concepto que atin no
hemos definido. Nosotros vamos a realizar una definicién muy simple y elemental del
concepto de limite de una funciéon. Vamos a decir que el limite de una funcién, cuando
la variable independiente tiende a un determinado valor, es el valor al cual tiende la
funcién, independiente de que la funcion esté definida o no en dicho punto. Analicemos
algunos ejemplos simples.

lim 1 o .
( j =—oco (el stmbolo a significa que x tiende a a por valores menores a a)

lim 1 D .
( j = +oo (el simbolo a" significa que x tiende a a por valores mayores a a)
x—a

Una definicién més formal de limite seria que el limite de una funcién y(x),
cuando x tiende a a, es L

lim
y(x)=L
X —>a

si se verifica que:

Ve>0 36>0 tal que si 0<‘x—a‘<5:>‘y(x)—L‘<€
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Reglas de derivacion
Analicemos a continuacién algunas reglas de la derivada.
a) Derivada de una funcién multiplicada por una constante:

Supongamos que tenemos una funcién y(x) = C f{x) cuya derivada deseamos calcular.
Aplicando la definicién de derivada tenemos que

dy _ lim y(x+Av)-y(o) _ lim CFr+AO)-Cf(x) _ lim C(f(x+Ax) - £ ()

dx Ax—0 Ax Ax — 0 Ax Ax — 0 Ax
dy o lim fGHA)- ) _ L df
dx Ax—=0 Ax dx

Por lo tanto la derivada de una funcién multiplicada por una constante es la constante
por la derivada de la funcién.

b) Derivada de una suma de funciones:
Tenemos una funcién que es suma de dos funciones y deseamos calcular su derivada.
y(x) = fix) + g(x)

dy _ lim y(x+A)-yx) _ HIm (fr+A)+gxr+A0))-(f(0)+gW))

dx Ax—0 Ax T Ax—>0 Ax
dy _ lim (f<x+Ax)—f(x>+g<x+Ax)—g<x)j

dx Ax—0 Ax Ax

dy _ lim f(X+AX)—f(X)+ lim  g(x+Ax)—g(x)
dc Ax—0 Ax Ax—0 Ax

dy _df  dg

dx dx dx

Entonces la derivada de una suma de funciones es igual a la suma de las derivadas de
las funciones.

¢) Derivada del producto de dos funciones:
Sea la funcion y(x) = f(x) . g(x). Su derivada sera:

dy _ lim y(x+A)—yx) _ lim flx+Ax)-gx+A0) - f(x) - g(x) _

dx Ax—0 Ax A0 Ax

en el numerador sumo y resto f{x).g(x+A4x)
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dy _ lim f(x+An)-g(x+Ax) — f(x)- g(x) + f(x) - g(x + Ax) - f(x) - g(x + Ax)
dx Ax—0 Ax
dy _ lim fx+Ax)- g(x+A) = f(x) g(x+ A0 + f(x) - g(x + Ax) — f(x) - g(x)
dx Ax—0 Ax

dy _ lim [f(xmx)-g<x+Ax>—f(x>~g<x+Ax)+f<x)~g(x+Ax>—f<x)~g(x>j
dx Ax—0 Ax Ax

dy _ lim fx+An) g(r+A0) = f(x) g(x+AY)  lim  f(2) g(x+A0) = F(0)-g(x)
dc Ax—0 Ax Ax—0 Ax
dy _ lim  fx+A0)-f(x) gr+A) - g(x)

lim
= +Ax) +
dr  Ar—0 Ax AT AC) Ax

dy_df 98
et AR

La derivada del producto de dos funciones es igual a la derivada de la primera funcién
por la segunda sin derivar mds el producto de la primera funcién sin derivar por la
derivada de la segunda.

Derivadas de funciones simples

a) y(x) = x

dy _ lim y(x+Ax)—y(x) _ lim X+Ax—x _ lim Ax _

entonces

dy _dx _
dx dx

1

b) y(x) = x°

dy lim y(x+Ax)—y(x)  lim (x+Ax)* —x2

dx Ax—0 Ax T Ax—0 Ax
dy lim x*+2x Ax+Ax® —x*>  lim Ax-(2x+Ax) i

_ - M x4 Ax) = 2x
dxr Ax—0 Ax Ac—>0  Ax Ax =0

Q_dx2

—=2x
dx dx

) y(x) = x’
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dy_ lim yGerAg—ye _ lim (e Ar) -

dx  Ax—0 Ax A0 Ax
dy _ lim o x’ 43¢ Av+3x- A +AC -2 lim o Ax-(3x +3xAx + Ax?)
dx Ax—0 Ax Ax—0 Ax
lim
&_ (3x? +3xAx + Ax*) = 3x°
dx Ax—0
3
ﬂ=di:3x2
dx dx

d) yx) = X conne N

dy _ lim o y(e+ A -y _ limo (x4 Ax)" "

dx  Ax—0 Ax T Ax—>0 Ax
dy _ Iim x"+mx"" - Ax+(m(n=1/2) - x"?Ax> +-- -+ Ax" —x"
dx Ax—>0 Ax
d_Y_ lim Ax'(nx"‘l +(n(n-=172) x"Ax' +~--+Ax”‘l)
dx Ax—0 Ax
T
d—y: m (nxn_l+(n(n_1)/2)'xn_2A)Cl+-~-+Ax"_1):n.x”‘l
dc Ax—>0
d—y:dx = .xn_l
dx dx

e) y(x) = 1/x =x"

11

dy lim  y(x+Av)-y(x)  lim Ay

dx Ax—>0 Ax TAX50 A
x—(x+Ax) X—x—Ax

dy  lim  (x+Ax)-x  lim (x+Ax)-x

dx Ax—>0 Ax Ax—0  Ax

—Ax

dy _ lim m_ lim 1

dv A—0  Ax Ax—0 x-(x+Av)

dy  lim 1 1

de Ax>0 ('+x-Av) 2’
-1
dy_av'

dx dx

Basandonos en los resultados anteriores podemos generalizar diciendo que si



yx)=x" keZz
ﬂ:ﬁzk.xk—l
dx dx

f) y(x)=x"" connyme X

ﬂ - lim )’(x‘f'AX) - y(x) _ lim (x+Ax)”/m _xn/m

y — xn/m = ym — xn
Ay = y(x+A0)—y(x) = yx+Ax)=y(x)+Ay = (x+Ax)""

(y+Ay)" = (x+Ax)"

desarrollando el binomio en ambos miembros tenemos

(m—1)

ym+m‘ym—l'Ay+m 2 ym—Z‘Ay2+_”+Aym —

x"+n-x"! -Ax+@x"‘2 CAX e+ AX

eliminando y" con x" y sacando factores comunes Ay y Ax respectivamente nos queda:

m(m—1)

m_ym—l Ay+ ym—2 AyZ +“.+Aym —

n-x"" -Ax+n(nT_l)x”_2-Ax2+~--+Ax”

Ay.(m.ym_l +@ym_2 .Ay+...+Aym_l)=
Ax.(n.x"-‘+@x"-2-Ax+---+Ax"-l)

Ay_(m'ym—l +m(n;_l) ym—2 Ay+'+Aym_1):

Ax.(n.x"‘l +Mx”‘2 .Ax+...+Ax”‘1)

2
n-x"_l+7n(n_l)x”_2‘Ax+---+Ax"_1
A _ 2
Ax m‘ym—l _l_m(n;_l) ym—2 'Ay+"'+Aym_l

tomando limite para Ax — 0 en ambos miembros y recordando que cuando Ax — 0 se

verifica que Ay — 0 queda:
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4 nn-=1) ,_ -
n-x"l+¥x" oA+ AT

lim Ay lim 2
Ax -1
Ax—)OAx A.X'—)O m.ym—l+m(n; )ym—2‘Ay+_”+Aym—l
ﬂ_ n'xn—l
dx m- ym—l
ym—l — y — X” — x, “m
yooom
X
d n-l n—l-n m m_
dy _nx™ _n el on g
dx m 2 m m
x m
dy _dx" s
l: X :E_xm

dc dx m

Por lo tanto podemos decir que

y(x)=x* keR

ﬂ:ﬂ:k.xk_l
dx dx

Derivada de una funcion compuesta

Sea una funcién z(x) = z[y(x)]

dzlyw] _ lim zy(x+A0]-2[y]
dx Ax—0 Ax

multiplico y divido por Ay = y(x+4x)-y(x)

dz _ lim o z[y(xe+ An]-z[y()] yx+ A% - y(x)

dx Ax—0 Ax y(X + AX) - y(x)
dz _ lim [y An]-z[y@)] yx+A%)-yK)
dx Ax—0 y(x+Ax)-yXx) AX

Az = z[y(x+ A0)] - 2[y(x)]
Ay = y(x + Ax) - y(x)
dz _ lim Az Ay
dx Ax—0Ay Ax

sabemos que cuando Ax — 0 se verifica que Ay — 0 podemos escribir
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dz_ lim Az lim Ay
dx Ay —>0Ay Ax— 0Ax
dz _dz dy

dx dy dx

podemos generalizar para el caso de que tengamos mds de una composicién de
funciones, es decir supongamos que tenemos una funcién f = fig(h(j(....... (v(x))))), la
derivada serd

& _df dg dn _  dy

dx dg dh dj dx
Esta regla de derivacion se denomina regla de la cadena.

Para una mejor comprension analicemos un caso particular. Sea z/y(x)] = 1/y(x),

6 2(x) = [y(x)]

dz_dz dy
dx_dy dx
& _ o dy
dx dx

Podemos utilizar este resultado para deducir cudl es la derivada de un cociente
de funciones. Sea y(x) = f(x)/g(x)

;WX)=———-=f(@-—l—

f(x)
g(x) g(x)

utilizando la expresion para la derivada de un producto de funciones tenemos:

dy_dr 1, odf 1
dx  dx g(x) dx\ g(x)

dy_df 1, { 1 }.d_g

dx  dx g(x) (g(x)* | dx
b oy-f-%

&y _dx gx)—f I

dx (g(0)’

Continuemos analizando la derivada de algunas funciones simples, calculemos
ahora la derivada de la funcién y = sen(x)
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dy _ lim  y(x+Ax)-y(x) _ lim sen(x + Ax)— sen(x)

dx  Ax—0 Ax Ax —0 Ax
dy _ lim  sen(x) cos(Ax) +cos(x) - sin(Ax) — sen(x)
dc Ax—0 Ax

li —
dy _ lim (cos - sen(Ax) + sen(x)- (cos(Ax) l)j
dc Ax—0 Ax Ax

utilizando al relacién trigonométrica que relaciona el seno del dngulo mitad con el
coseno del dngulo tenemos

1—cos(a) =2- senz(gj
entonces

cos(Ax) —1=-2-sen’ (Azxj

reemplazando nos queda

T
dy - m cos(x) - sen(Ax) _ 2. sent) ‘Senz(AxJ
dx Ax—0 Ax Ax 2

multiplicando y dividiendo por Ax/4 el segundo término encerrado en el paréntesis no
alteramos la expresion

( Ax
d lim sen(Ax) sen(x) Sen (2} Ax
l — COS(X) . — 2 . . .
dx  Ax—0 Ax A A4

4

J( Ax
d lim sen(Ax) 1 sen (2}
@9 _ cos(x)- SR _ 2 gon(x).— =2
dx Ax—0 A 2 ( AXJ

2

Para poder completar este cdlculo debemos conocer a qué es igual el siguiente limite:

lim (sen(Ax)j 5 lim (sen(a)j

Ax—0 Ax oa—0 o

sen(Q)
o

analicemos el comportamiento de
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En la figura podemos distinguir tres figuras geométricas con &reas crecientes, un
tridngulo rectangulo cuyos catetos valen cos(@) y sen(), un sector circular de radio / y
apertura angular ¢y finalmente otro tridngulo rectdngulo cuyos catetos valen [ y tg( ).
Sabemos que el drea de un tridngulo es igual al producto de la base por la altura divido
dos. Para calcular el drea del sector circular recordemos que el drea de un circulo de
radio r es igual a A = 7. Pero conociendo que el circulo completo corresponde a un
sector circular cuya apertura angular es 27 podemos escribir el drea como A = 27.r°/2.
Si tuviéramos medio circulo entonces su drea serd A = z£r°/2. Por lo tanto el drea de un
sector circular de radio ry apertura angular aserd Sy = ar’/2.

Escribiendo la relacién entre las dreas nos queda:

cos(Q) - sen(cx) - a-1? g 1-tg()
2 2 2

multiplicando todo por 2 queda

sen(Q)
cos()

2

cos(a) - sen(a@)<a<tg(ax) o6 cos(a)-sen(x)<a<

como para dngulos pequefios sen( ) es positivo podemos dividir todo por sen( @) sin que
se alteren las relaciones y nos queda

o 1

cos(x) < <
sen(a) cos(x)

como lo que necesitamos analizar es el cociente sen(a)/a cuando « tiende cero
invertimos las expresiones y las relaciones entre ellas

1 S sen(Q)
cos()

> cos()

analicemos el comportamiento de las dos funciones que acotan a sen(@)/¢cuando o
tiende cero

sic—>0 = cos()—>1 y -1

cos(ty)

por lo tanto, como sen( &)/ esta acotado por estos valores tenemos
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a—0 o

lim (sen(a)j _1

volviendo a nuestro calculo de la derivada de la funcion sen(x) tenemos

Ax 2
dy  lim sen(Av) 1 ey
Y cos(x) - ——-sen(x)-| ———~ | ‘Ax
dx Ax—0 Ax 2 ( ij
2

dy _ d(sen(x)) — cos(x)
dx dx

Ahora calculemos la derivada de la funcién y(x) = cos(x), para esto podemos
hacerlo de diversas maneras. Una de ellas es utilizar relaciones entre funciones
trigonométricas.

[3)
d| sen| x+—
dy _ d(cos(x)) _ ( 2

= cos(x + ;[j = —sen(x)

dx dx dx
dy _ d(cos(x)) — _sen(x)
dx dx

otra forma es utilizar las propiedades de la derivada de funciones compuestas y las
derivadas de las funciones simples que hemos estudiado hasta ahora.

dy _d(cos(x)) _ d((l— Senz(x))”z)
dx dx = T

analicemos la funcién compuesta f{g(y(x))) que tenemos

y(f () =(1-sen’ ()"

identificando

y(f)=r"
donde

fle)=1-g°
con

g(x) = sen(x)

La derivada de esta funcién compuesta es:

dy _dy df dg

dx df dg dx

dy :l_ffl/Z ;£:—2g ;d—g:COS()C)
df 2 dg dx
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reemplazando obtenemos

@y _1 (1—sen®(x))™* - (=2 sen(x)) - cos(x)
dx 2

dy 1 1

d% = ey (<2 - sen(x)) - cos(x)
ay 1 1, .

R cos0) (=2 - sen(x))-cos(x)

dy _d(cos(x) _ _ sen(x)

dx dx

A este conjunto de derivadas de funciones simples podemos agregar las siguientes
derivadas:

dy _d(in(x) _ 1
dx  dx  x
dy _ d(e")

dx dx

X

Utilizacion de la derivada para el andlisis de funciones

Como se puede observar en la figura cuando en un intervalo la funcién es
creciente el valor de la derivada de la funcién en dicho intervalo es positivo, cuando la
funcién es decreciente en un dado intervalo la derivada es negativa en ese intervalo.
Pero cuando la funcién tiene un méximo o un minimo la pendiente de la recta tangente a

dicho punto es nula.
A
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Los valores de la variable x en los cuales la derivada de la funcién se anula se
denominan puntos criticos. Los puntos criticos (xp) pueden corresponder a las ordenadas
de maximos 6 minimos de la funcién. Existen también otros puntos criticos donde la
derivada de la funcidén se anula y no corresponde a un maximo 6 un minimo, son puntos
donde la funcién cambia de curvatura y se denominan puntos de inflexion.

Puntos de
inflexion

y=y(x)

Para determinar si un punto critico (derivada nula) corresponde a un maximo, minimo o
un punto de inflexion debemos analizar el comportamiento de la derivada de la funcién
en un entorno del punto critico xy:

- Si la derivada cambia de signo en el punto critico xy y pasa de ser positiva para
valores menores a xp y negativa para valores mayores a xy entonces dicho punto
critico corresponde a un méaximo relativo

- Sila derivada cambia de signo en xy y pasa de ser negativa para valores menores
a xp y positiva para valores mayores a xp entonces dicho punto critico
corresponde a un minimo relativo.

- Si la derivada no cambia de signo en el punto critico xy entonces este punto
critico corresponde a un punto de inflexion.

Diferencial

Dada una funcién y = y(x) se define como diferencial de la funcién (dy) para un
dado valor de la variable independiente (xp) al producto de la derivada de la funcion
evaluada en xp (la cual debe existir) multiplicada por el incremento de la variable
independiente. En el grifico podemos ver que el diferencial de la funcién es igual a la
variacion de la recta tangente a la funcion en xy (7(x)) cuando la variable independiente
se incrementa en una cantidad diferencial de x (dx).
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dy = dx
Y dxx:x“
A i
y T(x),'? A
S L
y(x0+Ax """""""""""" L----- :
i dy
| i A
0 X0 Xo+Ax :C

Como vemos en el grafico, si la funcién tiene un comportamiento suave (su derivada no
varia mucho), la variacién de la funcién cuando la variable independiente cambia en Ax
(4y = y(xp+A4x) — y(xp)) es similar a la variacion que tiene la recta tangente a la curva
(dy) es decir que Ay =dy. Es decir que podemos aproximar la variacion de una funcion
por la variacion de la recta tangente.

Ay = y(x, + Ax) — y(x,)

dyzﬂ -dxzﬂ -Ax donde Ax=dx
dx|,_,, dx| .,
Ay =dy

Esto nos permite estudiar el comportamiento de una funcién alrededor de cierto
valor xy de la variable independiente simplemente conociendo el valor de la funcién y su
derivada en dicho punto. De esta manera podemos estimar los valores que va a tomar la
funcioén alrededor de dicho punto.

d
Ay=y(x()+Ax)—y(x())§dy=l - Ax
dx|,_,,
entonces
d
y(x, + Ax) = y(x,) +dl Ax

X=Xg
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Analicemos una aplicacién particular del diferencial para la estimacién de
valores de una funcién. Supongamos que deseamos calcular los valores de la funcién
seno para dngulos pequefios y no disponemos de una calculadora para realizar dicho
célculo. Nosotros sabemos que sen(0) = 0 y que la d[sen(x)]/dx = cos(x) y que evaluada
en cero da 1. Entonces tenemos:

y(x) = sen(x)
sen(0)=0
d(sen(x))

=cos(0)=1
I 0)

x=0

y0+Av = y(0)+ %2
dx

x=0
sen(0+Ax)=0+1- Ax
Ax=x-0

entonces

sen(x) = x

- Ax

donde el angulo x estd expresado en radianes. Veamos en la siguiente tabla para algunos
valores del dngulo (expresado en radianes) la validez de esta aproximacion.

x [°] x [rad] sin(x) Error [%] (*)

0 0 0 -

1 0.0174533 0.0174524 -0.005
2 0.0349066 0.0348995 -0.020
3 0.0523599 0.0523360 -0.046
4 0.0698132 0.0697564 -0.081
5 0.0872665 0.0871557 -0.127
6 0.1047198 0.1045286 -0.183
7 0.1221731 0.1218693 -0.249
8 0.1396263 0.1391731 -0.325
9 0.1570796 0.1564345 -0.411
10 0.1745329 0.1736482 -0.507
12 0.2094395 0.2079117 -0.729
15 0.2617994 0.2588191 -1.138

(*) El error porcentual esta calculado utilizando la expresion: 100 . (sin(x) — x)/sin(x)
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Capitulo 4:
Aceleracion

Podemos seguir buscando otros pardmetros que caractericen el movimiento de
un cuerpo puntual. En primer lugar definimos la posicién del cuerpo en el espacio
mediante la utilizacién de un sistema de coordenadas. Referida a este sistema podemos
tener la funcién de movimiento del cuerpo, la cual evaluada en un determinado instante
de tiempo nos dard la coordenada en dicho instante y por lo tanto nos permita conocer la
ubicacion espacial del cuerpo. Después definimos velocidad del cuerpo que nos
caracterizaba como el cuerpo variaba su posicion con el tiempo. Hemos visto que la
funcién velocidad se obtiene derivando la funcién de movimiento del cuerpo con
respecto al tiempo. La funcién velocidad evaluada en un instante de tiempo nos dara
informacion de cudn rapido cambia la coordenada del cuerpo y en qué direccién, en
dicho instante.

Vamos ahora a definir un pardmetro que caracteriza cdmo un cuerpo varia su
velocidad con el tiempo. Haciendo un andlisis similar al realizado cuando queriamos
definir la velocidad del cuerpo podemos definir la aceleracién del cuerpo como la
derivada de la funcién velocidad con respecto al tiempo.

. lim Ay _dv
At —>O0Ar dr
Como sabemos que
lim Ax dx
V= _—=
At —>0Ar dt

entonces podemos expresar la aceleracion como la derivada con respecto al tiempo de la
derivada con respecto al tiempo de la funcidén de movimiento

_dv_d(dx\ d’x
dt dt\dt) ar’

es decir que la aceleracién es la derivada segunda de la funcién de movimiento con

respecto al tiempo dos veces.

La funcién aceleracion es una funcién del tiempo y podriamos estudiar qué
informacion nos da su derivada con respecto al tiempo y asi seguir analizando otras
derivadas de orden superior. Desde el punto de vista matemdtico podemos seguir
derivando estas funciones mientras sus derivadas existan y estas derivadas nos daran
informacion sobre el comportamiento de las funciones. Sin embargo desde el punto de
vista fisico s6lo nos interesa hasta la derivada segunda de la funcién posicién, es decir
que llegaremos hasta la aceleracion. Cuando analicemos la dindmica del movimiento de
los cuerpos veremos que las causas que determinan el movimiento de los cuerpos
estaran relacionadas con la aceleracién que adquiere el cuerpo.
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Condiciones sobre las funciones de movimiento, velocidad y aceleracion

Basandonos en la informacién experimental que poseemos, habiamos visto que
la funcién de movimiento debia ser una funcién continua. En base a esa misma
informacion experimental se sabe que la funcién velocidad también debe ser continua.
Sin embargo la funcién aceleracion puede ser discontinua. Para comprender esto ultimo
analicemos la siguiente situacién, supongamos que estamos en reposo y sostenemos un
cuerpo con nuestra mano. En este caso el cuerpo tiene una posicién constante, una
velocidad constante e igual a cero y por lo tanto también una aceleracion nula. Si de
pronto soltamos el cuerpo veremos que stibitamente su aceleracién pasa de ser igual a
cero a tener un valor constante pero distinto de cero, que coincidird con lo que
denominamos aceleracion de la gravedad.

Por lo tanto, podemos concluir que las funciones que caracterizan el movimiento
de un cuerpo deben satisfacer las siguientes condiciones:

- Funcion posicion: debe estar definida en todo el intervalo de interés, ser continua y de
derivada continua. Esto implica que el grifico de esta funciéon no debe presentar
ningln punto anguloso pues en dicho punto su derivada serfa discontinua y por lo
tanto lo seria su velocidad. En el grifico de mds abajo podemos ver un ejemplo de una
funcién que no cumple con estas condiciones.

- Funcion velocidad: debe ser una funcién continua definida en todo el intervalo de
interés.

- Funcion aceleracion: debe estar definida en todo el intervalo de interés y puede ser
discontinua.

x = x(t) : no es una funcion de
movimiento real

v
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Andlisis de funciones de movimiento simples

a) Funcion constante:

x(t) = a,
dx
H=—=0
v(t) 7
dv
t)=—=0
a(r) 2

Vemos que a esta funcién de movimiento, que describe un cuerpo en reposo, le
corresponde una velocidad nula y una aceleracion nula.

b) Funcion lineal:

x(t)=at+a,
dx
vit)=—=ua
(1) p 9
dv
a(t)=—=0
(1) 7

Una funcidn lineal describe el movimiento de un cuerpo que se mueve con velocidad
constante y aceleracion nula. Este movimiento cuya velocidad es constante se denomina
movimiento rectilineo uniforme.

¢) Polinomio de segundo grado:

x(t)=a,t’ +at+a,
dx

vit)=—=2-a,-t+a
(1) 7 ) .

Un polinomio de segundo grado describe el movimiento de un cuerpo cuya aceleracion
es constante y diferente de cero. Este tipo de movimiento recibe el nombre de
Movimiento Rectilineo Uniformemente Variado.

Relacion entre aceleracion, velocidad y funcion de movimiento
Si conocemos la funcion de movimiento de un cuerpo tenemos toda la

informacion posible sobre el movimiento mismo. A partir de la funcién de movimiento
podemos calcular la velocidad y la aceleracion del cuerpo.

dx dv
x=x(@t) —4— v=v@Et) —%—> a=a(@)
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Pero pocas veces la informacién que poseemos del sistema es su funcién de movimiento.
En general vamos a conocer la funcién aceleraciéon o en algunos casos la funcién
velocidad y a partir de esta informacién deberemos obtener la funcién de movimiento.

Si por ejemplo nos dan como dato la funcién velocidad del cuerpo, v = v(2),
nosotros sabemos que se cumple la siguiente relacion:

dx
—=v(
7 )

por lo tanto, para poder determinar la funcién de movimiento del cuerpo debemos
resolver esta ecuacion, lo que implica encontrar una funcién del tiempo, x(t), que
cuando se derive con respecto al tiempo nos dé como resultado la funcién velocidad que
es dato.

Para resolver esta ecuacién debemos realizar la operacion inversa a la derivacion,
la cual se denomina integracion.
Integracion de funciones simples

Por un momento dejemos de lado la fisica y analicemos desde un punto de vista
matemdtico muy elemental qué significa realizar la integral de una funcién. Dada una
funcién f de una variable independiente x, se denomina realizar la integral de dicha

funcién con respecto a la variable independiente, a encontrar una funcién y = y(x) que
satisfaga la siguiente relacion:

dy
—_— = X
Iy f(x)
la integral de la funcion f{x) se representa como
Y = [ f(x)-d

a la funcién y(x) se la denomina la primitiva de f{x)

Enumeremos algunas propiedades simples de la integracion que se derivan de las
propiedades de la derivacion

1) La integral de una funcién multiplicada por una constante es igual a la constante por
la integral de la funcion.

() =[C-f@)-dx=C- [ f(x)-dx

2) La integral de una suma de funciones es igual a la suma de las integrales de cada una
de las funciones.

Y@ = [(f@)+g(0)-dr=[ f(x)-dx+ [ g(x)-d
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Calculemos ahora la integral de algunas funciones simples:

a) fix) = x*

. . .. d
debemos encontrar una funcién y(x) que satisfaga la relacmnd—y = x". Como sabemos
by

que la derivada de la variable independiente elevada a una potencia nos da como
resultado la variable independiente elevada a la potencia reducida en 1, proponemos
como solucién y(x) = A x”. Determinemos cuanto debe valer A y p para que esta funcién
sea primitiva de f{x)

dy -1 k
—=A-p-x" =x
dx P

entonces debe ser

p—l=k = p=k+1

‘ -

A-p=1= A=

=~

+1

por lo tanto

1
x)=|x"dx=—— x*"
y(x) -[ k+1

b) f{x) = cos(x)
y(x) = Jcos(x) -dx = sen(x)
pues

dy _ d(sen(x)) ~ cos(x)
dx dx

¢) f{x) = cos(x)
y(x) = jsen(x) -dx = —cos(x)

dado que dy = d(cos(x)) = —sen(x)
dx dx

a continuacion detallaremos las integrales de algunas funciones simples, cuya validez
ustedes pueden comprobar facilmente:

d) y(x) = j cos(kx) - dx = 11 sen(kx)
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e) y(x)= J.sen(kx) -dx = —]icos(kx)
1
f) y(x) :j;.dx=1n(x)

g) y(x) =f€’“ -dx=]ie’“

Integracion de las funciones de movimiento

Para tener una completa descripcion del movimiento de un cuerpo es necesario
conocer su funcion de movimiento. Ahora analizaremos como obtener la funcion de
movimiento si conocemos la funcidn velocidad o la funcion aceleracion.

Si tenemos como dato la funcién velocidad del cuerpo, v(¢), y deseamos conocer
la funcién de movimiento, x(¢), sabemos que entre ambas se verifica la relacién

dx
 =y(t
" v(t)

entonces la funcidon de movimiento serd la integral de la funcién velocidad.
x(t) = j () - dt

sin embargo, si definimos otra funcién de movimiento que sea igual a la que obtenemos
de la integral mds una constante

X =x@®+C C =cte

podemos ver que un cuerpo cuya funcién de movimiento esté descripta por x’(t)
también tendrd la misma funcién velocidad.

dx' _d(x()+C) _dx
dt dt dt

Es decir que cuando integramos la velocidad no podemos determinar de manera univoca
a qué funcién de movimiento corresponde, porque podemos encontrar infinitas
funciones de movimiento, las cuales difieren una de otra en una constante

Para determinar de manera univoca cual es la funcién de movimiento del cuerpo
necesitamos que se nos dé mas informacion aparte de su funcién velocidad. Para ello
necesitaremos que nos den como dato cudl es la posicion del cuerpo para un
determinado instante de tiempo y de esa manera podremos calcular el valor de la
constante de nuestra funcién de movimiento. Analicemos el siguiente ejemplo:
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m m
sea Vv(t)= 2—2-t+3—
s s

entonces

m m m m
x)=||2—t+3—|-dt=2—-|t-dt+3—|dt
O=[(2% 3™ far=ath fraes” |
x(t)=2ﬂ2-lt2+3ﬂ-t+c

s° 2 s

=122 +3% .14 C
N N

si sabemos que en ¢ = / s el cuerpo se encontraba en la posicion x = -2 m

entonces

x(s) =12 (15)> 432 - 1s + C = —2m
S S

x(Is)=1m+3m+C =-2m

entonces podemos determinar que C = -6m y la funcién de movimiento de nuestro
cuerpo es

x(t):lﬁz-t2+3ﬂ-t—6m
S N

Si nos dan como dato la funcién aceleracién del cuerpo, a(z), y deseamos
conocer la funcién de movimiento, debemos primero realizar un calculo intermedio. Es
decir que con la funcién aceleracién primero debemos calcular la funcién velocidad y
luego calcular la funcién de movimiento como hicimos en el ejemplo anterior. Nosotros
sabemos que se verifica la relacion

dv
— =qal(t
o (®)

por lo tanto, podemos determinar la funcién velocidad del cuerpo realizando la integral
de la funcién aceleracion.

v(t) = [a()-dt
de igual manera a lo que ocurria cuando calculdbamos la funcién posicién a partir de la
funcién velocidad, si definimos otra funcién velocidad que sea igual a la que obtenemos
de la integral mas una constante

vi()=v(t)+C C =cte,

se puede ver que a las funciones velocidad v(¢) y v’(¢) les corresponde la misma funcién
aceleracion.
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ﬂ _d®)+C) _@
dt dt dt

Es decir que cuando integramos la funcién aceleracién del cuerpo no podemos
determinar de manera univoca cudl es su funcién velocidad. Para poder determinar de
manera univoca cudl es la funcién velocidad del un cuerpo necesitamos que se nos dé
mds informacién aparte la funcién aceleracién. Entonces, necesitaremos que nos den
como dato cudl es la velocidad del cuerpo para un determinado instante de tiempo para
calcular el valor de la constante de la funcién velocidad.

Una vez determinada la funcién velocidad podemos determinar la funcion de
movimiento como se explico antes.

Veamos mediante un ejemplo cémo calcular la funcién de movimiento a partir
de la funcién aceleracion del cuerpo.

m m
sea a(t)=6—-1—-2—
s s

entonces
m m m m
n={l62 -2 lar=6"[r-ar-2" [ar
) =[(6% 2" | ar=6" frrai-2"%
vy=6"Lr 2™ s
sT 2 s

3

wry=35.12 -2 44C
S S

si nos dan como informacién que en ¢ = O s el cuerpo tenia una velocidad v = -2 m/s
entonces

(0s) =32 -(05)> =2 0s + C= 27
N N N

w0s)=C=-=2"
S

habiendo determinado que C = -2m/s sabemos que la funcién que describe la velocidad
de nuestro cuerpo es

wry=35.12 20 2"
S S

Conociendo la funcién velocidad podemos determinar la funcién de movimiento
del cuerpo.
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m m m m m m
x(t)=||35 7 =2 t=2= |-dt =3 |t?-dt—-2— |t-dt—-2—|dt
0=J[35 0 22 =3 | S |
x(t):3ﬁx-lt3—2ﬂ2-lt2—2ﬂ-t+0

s 3 s s
x(t)ZIﬁx-tS—lﬂz-tz—2ﬂ-t+C'
S S N

si sabemos que en ¢ = / s el cuerpo se encontraba en la posicién x = 3 m, entonces

x(ls) =15 - (1s)* =15 (15)> =22 - 15 + C'=3m
h) h) S

x(0s)=C'=5m

sabiendo que C’ = 5m la funcién de movimiento de nuestro cuerpo es

x(0) =157 =152 =2 1 4 5m
S S S

Como vemos, si nos dan como dato la aceleracién del cuerpo y deseamos
determinar cudl es la funcion de movimiento del cuerpo es necesario realizar dos
integraciones. La primera, integrando la funcidn aceleracion de manera de obtener la
funcién velocidad, y luego integrar ésta para obtener la funcién de movimiento. Como
vemos, cada vez que integramos aparece una constante de integracién y requerimos de
informacion adicional del movimiento para poder determinar su valor. Esta informacion
adicional puede ser la velocidad y la posicién del cuerpo en el mismo instante de tiempo
o dos distintos, como en el ejemplo antes mencionado, o la posicién para dos tiempo
diferentes. En el caso en que nos den la posicion en dos instantes de tiempo no
podremos determinar el valor de la constante que se obtiene en la funcién velocidad en
el primer paso, pero como sabemos que es una constante podemos realizar la integral
para obtener la funcién de movimiento y alli determinar las dos constantes como se
muestra a continuacion.

sea a(t) :6ﬂ3-t—2ﬂ2
s

S
entonces
m m m m
vy =[| 62 1—22 | ar=6"[t-dr—2" [at
0=J[6% =22 =6 Jroa-2 "% |
vy=6" L 2™ i
sT 2 s

3

wty=35.1> =2 4 4C
S S

Conociendo la funcién velocidad podemos determinar la funcién de movimiento
del cuerpo.
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(3.2 ™ i—clar=3" (2 ar-2" (s
xU)—I(3f -2 Cjtﬁ—3s3 [ -ar 2S2jzdr+cjm
x(t):3ﬁ3-lt3—2ﬁ2-lt2+C-t+C‘

st 3 s° 2
xty=1" 1

m
-1+ C 1+ C
N N

si sabemos que en ¢ = -/ s el cuerpo se encontraba en la posiciéon x = 3 m, y que en el
instante ¢ = /s la posicidn era x = /m entonces

x(0s) =15 - (05)° =12 - (05)* + C-0s + C'=3m
h) h)

x(ls) =15 - (15)* =12 - (15)> + C-1s + C'=1m
h) h)

con estas condiciones iniciales conformamos un sistema de dos ecuaciones con dos
incdgnitas y cuya solucién nos permite determinar el valor de las constantes C'y C’.

c=-2"
S
C'=3m

quedando entonces las funciones velocidad y de movimiento como:

wy=3"% 202"
S S

x0)=1%7 1212 =21 43m
S N N

Otro caso de interés a resolver es cuando la informacién que tenemos sobre el
sistema es la funcidn aceleracion, pero ésta no es una funcién continua, por ejemplo:

07 ISIS

a(t) = ni
3t Is<t

I

y para el instante ¢t = Os la velocidad es v(0) = 2 m/s y la posicién es x(0) = 3 m
Integrando la funcién aceleracion podemos obtener la funcién velocidad

=43 m.

t?+C, ls<t
25’
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Como el dato sobre la velocidad es para t = Os podemos determinar el valor de la
constante C;. Para determinar el valor de la constante

C;” hacemos uso de la
continuidad de la funcion velocidad.

v0s)=C, =2"
S
3m ) - m
v(ls)=——-(s)"+C, =2—
2s s

c ="
2s

La funcién velocidad resulta

2—1+C, t<ls
- N
x(1) = Ilm 5 1m :
5—34 +-—1+C, lIs<t
N N

Con la informacién de la posicion del cuerpo en ¢t = Os determinamos el valor de la

constante C, y haciendo uso de la continuidad de la funcién de movimiento podemos
calcular el valor de la constante C;’.

x(0s)=C, =3m

Im

x(ls):lﬁB.(ls)H Is+C,=2" 15+ C,
2s 2s S

C,=4m

Siendo entonces la funcién de movimiento:

Zﬂ't-i-?)m t<l1s

x(1) = 1m ’ m
—— P+ ——t+4m ls<t

2s 25

47



Capitulo 5
Cambio de coordenadas

Hemos visto que para describir el movimiento de un cuerpo es necesario referir
su posicién, o posiciones sucesivas, a un sistema de coordenadas. Como un sistema de
coordenadas (unidimensional en nuestro caso) tiene un origen y un sentido positivo
elegidos arbitrariamente, puede ocurrir que distintos observadores refieran el
movimiento del mismo cuerpo a sistemas de coordenadas diferentes.

Muchas veces es necesario relacionar los valores que toman distintas magnitudes
que describen el movimiento de un cuerpo respecto de dos sistemas diferentes. Por lo
tanto es necesario saber cémo relacionar estos valores para conocer si ambos
observadores estdn describiendo lo mismo.

Supongamos que tenemos las coordenadas x y x’ de un mismo cuerpo con
respecto a dos sistemas de coordenadas diferentes denominados Sy S’ respectivamente.
Estos sistemas tienen sus correspondientes origenes en O y O’ y se encuentran en
reposo relativo (por ejemplo, dos personas en una vereda).

] T 1 >

L '

P [ A

] ' .

. i i »

) y 5
Yo O X'a x

Como vemos, las transformaciones entre ambos sistemas seran
— 4! " _
x=x-x', y x'=x-x,

donde x’y es la posicion de O respecto de S’ y xp es la posicion de O’ respecto de S. Si
el cuerpo estd en movimiento la relacion sera

x®)=x'@)—-x'y, y x'(@)=x@)—x,

donde x() y x’(t) son las funciones de movimiento del cuerpo descriptas desde S'y S’
respectivamente. Como § estd en reposo respecto de S’, de la ecuacién anterior se
deduce que

dx dx'
—=— = vt)=V'(t
dt dt =i

Por lo tanto, aunque las coordenadas no sean las mismas, la velocidad del cuerpo es la
misma vista de S'y S’. Si derivamos nuevamente tenemos que

d*x d*x'
e :dt2 = a(t)=d'(t)

Entonces la aceleracion del cuerpo es la misma vista desde ambos sistemas.
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Analicemos ahora el caso en que el sistema S’ se mueve con respecto a S (una
persona en la vereda y otra sobre un vehiculo). Para nuestros sistemas se tiene que

Xy =—x'y,0bienx,(t)=-x'y(t). Derivando obtenemos

dx, dx' ,
d_;):_T[O = V().(I):—Vo([)

Es decir que la velocidad de O’ respecto de O es igual en mddulo pero de sentido
opuesto a la velocidad de O respecto a O’.

Las expresiones que relacionan las coordenadas observadas por ambos sistemas
son:

X'(1) = x(t) = x, () o bien x(t)=x'(H)—x', (t)

Derivando obtenemos

dx'" dx dx, ,

e —— - )= t)— A1

dt dt dt V=V =)
)

dx dx' dx . )

dt dt dt vO=vin =v, ()

Es decir que para el observador en § la velocidad del cuerpo (v) es la observada por S’
(v’) mas la velocidad que el sistema S’ tiene respecto a S (vo-).

Si derivamos nuevamente la relacion obtenida entre las velocidades de los
sistemas de referencia (v, (#) = —v', (¢)) tenemos que:

dv,, av', ,
0= 0 = g, () =—d,(t
dt dt o ® 0 ()

Como vemos, de manera similar a lo que ocurre con las velocidades, la aceleracion de
O’ respecto de O es igual en mddulo pero de sentido opuesto a la aceleracion de O
respecto de O’. Analicemos ahora qué relacion existe entre las aceleraciones observadas
por dos sistemas de referencia que se desplazan uno respecto del otro. Nosotros
tenfamos que la relacién entre las velocidades es wv(t)=Vv'(t)—v',(f) o

V'(t) =v(t) — v, (1), derivando nuevamente obtenemos

dv dv' av', , ,
dt dt dt a)=a't)=dy (1)
0
av' dv dv, ,
— =0 H=a(t)—a,(t
dt dt dt a(1)=at)=a,(1)

Por lo tanto para el observador en § la aceleracion del cuerpo (a) es la observada por S’
(a’) mas la aceleracion que el sistema S’ tiene respecto a S (aop).
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Distancia entre dos puntos

Estudiemos ahora qué ocurre con la distancia entre dos puntos del espacio
cuando esta es medida en dos sistemas de referencia diferentes que pueden desplazarse
uno respecto del otro.

La distancia entre dos puntos A y B referidos al sistema de coordenadas S sera
dy=lxy,—x,1 06 d,z=lxz()—x,(t)l

y referidas al sistema S’ es:

2

d=x,—x",| 6 d,=lx,@—-x", @]l

Utilizando la relacion existente entre las coordenadas de ambos sistemas,
tenemos que

X, (=x,t)—x, (1)

X,(t)=x", (1) —x', (1)

Restando y tomando valor absoluto tenemos:

gy —x, | =]l - x O]-[x, ©—x, )]
[y — x4 = |3y () =X () =X, () + X, ()
|xB — xA| :|x'B @®H—-x', (t)|

dAB :d'AB

Es decir que la distancia entre dos puntos es la misma vista desde cualquier sistema de
coordenadas.

Transformacion de Galileo

La transformacion de Galileo es un caso particular de cambio de coordenadas.
En este caso suponemos que los sistemas S y S’ se mueven uno respecto del otro pero
con una velocidad constante, es decir v, =—V',=cte. Entonces la relacién entre las
velocidades observadas en ambos sistemas es v(t) =v'(f)—V', y la relacion entre las

aceleraciones serd a(t)=a'(t) . Por lo tanto ambos sistemas observaran la misma
aceleracion para el cuerpo.

La transformacioén de coordenadas serd x(t) = x'(t) — x', (t),, pero como V', = cte

podemos integrar la velocidad y encontrar cudl es la funcién de movimiento para el
origen del sistema S descrito por el sistema S’. Entonces obtenemos
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X, @)=v'yt+x'y,
donde x',, esla coordenada de O respecto de S’ para t = 0 5. Reemplazando obtenemos
x(@)=x'@)—-Vv',t—x'y
Esta dltima expresién, conocida como transformaciéon de Galileo, relaciona las
coordenadas de un cuerpo visto por dos sistemas que se mueven uno respecto del otro

con velocidad constante.

Derivando la transformacién de Galileo se deduce que
v(t)=v'(t)=V',

y, derivando nuevamente

a(t)=a'(t)
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Capitulo 6

Localizacion de un punto en el plano

Hasta ahora hemos descrito el movimiento unidimensional (1-D) de cuerpos
puntuales, es decir que se mueven sobre rectas. Sin embargo nos interesa poder
describir movimientos algo més complejos que los rectilineos. Para ir incrementando de
manera gradual la dificultad en la descripcion de otros tipos de movimiento ahora
estudiaremos el movimiento de cuerpos en dos dimensiones (2-D), es decir cuerpos que
se mueven en el plano.

De igual manera que hicimos en la descripcion de movimientos
unidimensionales, lo primero que debemos hacer es ver como vamos a determinar de
manera univoca la posicion de un cuerpo en este universo plano en el cual se mueve.

Sistema de coordenadas cartesianas ortogonales
Este sistema estd conformado por dos ejes cartesianos, como los utilizados en la

descripcién de movimientos unidimensionales, perpendiculares entre si. Ambos ejes
representan coordenadas espaciales.

Jii Y I
A
__________ X (x,)’)
x<0 i x>0
y>0 i y>0
o }
x<0 x>0
y<0 y<0
111 1V

Todos los puntos del plano quedan definidos por un par de nimeros referidos al sistema
de coordenadas elegido. Por ejemplo, el punto A tiene una posicién en el plano que
queda determinada por medio de las coordenadas espaciales (x,y).

La distancia que existe entre un punto del plano de coordenadas (x,y) y el origen,
dao, estd dada por la expresion:

d,, =0A=x>+y’

Dados dos puntos del plano A; y A, de coordenadas (x;,y;) y (x2,y2) respectivamente, la
distancia entre ellos d es la longitud del segmento A, A, y estd dada por la expresion:
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<—|y2- y1|—>

Vi

< _|)C2- )C]l_’:
1

1
! !
! 1
! .

X

o X; X2

d :\/(xz _xl)z +(y, _)’1)2

Trayectoria y Funciones de Movimiento

Si marcamos todos los puntos del plano que el cuerpo ocupa sucesivamente en

su movimiento tendremos una gréfica, la cual se denomina trayectoria, como la que se
muestra en la figura.

Por lo tanto trayectoria se denomina a la grafica del camino, o recorrido, que realiza el
cuerpo a medida que realiza su movimiento.

Si para cada tiempo t; nos fijamos cudles eran las coordenadas (x;, y;) del punto

del plano donde estaba ubicado el cuerpo, podemos construir una tabla con dichos
valores
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1 X7 Vi
%) X2 Y2
fj Xj Vi

Vemos que a partir de esta tabla podemos construir dos funciones de movimiento

t X t y
1 Xj 5] yi
1 X2 %) y2

=x=x(1) . I =y =)1)
l Xj lj Yj

las cuales podemos graficar

v
y

Las funciones x(¢) e y(t) se denominan funciones de movimiento y nos permiten
determinar cudl es la posicion del cuerpo en el plano a través de sus coordenadas para
cada instante de tiempo.

Por otra parte, la expresion matemdtica de la trayectoria estard dada por una
relaciéon y = f{x). Esta expresién puede deducirse a partir de las funciones de
movimiento del cuerpo. Como veremos en algunos ejemplos més adelante todos los
puntos de la trayectoria pertenecen a la funcién f{x), sin embargo no todos los puntos de
la funcidn f{x) pertenecen a la trayectoria.

La forma mas general de obtener la expresion y = f{x) es eliminando la variable ¢

de las funciones de movimiento x(z) e y(t). Las dos formas mas simples de realizar esto
son:
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1) Se despeja la variable ¢ de una de las funciones de movimiento, por ejemplo x(z), y
luego se reemplaza esta expresion en la otra funcién de movimiento, por ejemplo y(z),
obteniendo y[t(x)].

2) Se despeja la variable ¢t de ambas funciones de movimiento, obteniendo ¢ = g(x) y
t = h(y). Se igualan ambas expresiones eliminando el pardmetro ¢, g(x) = h(y), y de
esta igualdad se puede obtener x = [(y) 6 y = f{x).

Sin embargo, dado que x(z) e y(¢) nos permiten determinar cudl es la posicién del cuerpo
para cada instante de tiempo nos estdn definiendo cudl es la trayectoria del cuerpo. En
este caso decimos que x(¢) e y(t) describen la trayectoria en forma paramétrica donde el
pardmetro es t.

Analicemos a continuacion algunos ejemplos de cémo obtener la expresion para
la trayectoria a partir de las funciones de movimiento del cuerpo.

X =x(1) y=y() Y =y(x)
a) x =x, = cte y=y,=cte X=Xy, Y=Y,
x1t y4 v
of 777 ® (X0, Yo
7o y :( Yo)
Xo E
0 g 0O 7 0 Xo g
b) x =x, = cte y=8+p0 .t x=x,y=8+pf.t
xlk ylk ylk
X, B,
/
0 g 19) t 0 Xo X
C) x =x, =cte y:ﬂ 1’2 x=x0,y=,3.t2
xlk ylk ylk
Xo
10) l: 10) l’: [0) Xo x:

El ejemplo a) describe un cuerpo en reposo y los ejemplos b) y c¢) corresponden a
movimientos rectilineos. En estos dos ultimos casos, si hubiésemos hecho coincidir uno

55



de los ejes del sistema de coordenadas con la trayectoria, los podriamos haber descripto
como movimientos unidimensionales.

Analicemos otros ejemplos:

d x(t)=a,+at [, >0y a; < 0] y(t) = Bt (5> 0]
xlk ylk
Q
5 e > e
a o
6¥1 al 6yl al
£<0 %<0 —%>0
o, o, o,

En este caso particular la ecuacién de la trayectoria corresponde a una funcién lineal la
cual se grafica abajo.

—Bo/ o

Si hubiésemos elegido el sistema de coordenadas de manera tal que uno de los ejes
coincidiera con la trayectoria, el movimiento del cuerpo podria haber sido descripto
como un movimiento unidimensional.

e)x(t)=at [a>0] yt)=B+ Bit+ Br [8,>0, >0y B<0]

s -

y
y(te)
B,

v

v

0 f ulq o ot
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¢ =_ﬂ1_ 1312_4ﬂ2:30 . __ﬂ1+\/ﬂ12—4,82,80
1 2, L 2,

te:_i>0 , y(,)= 130 IB

25, 45,

>0

para encontrar la ecuacién de la trayectoria debemos despejar el parametro ¢ de la

funcién de movimiento x(¢) y luego reemplazar el pardmetro ¢ en la ecuacién de
movimiento y(t)

B . B

=2 = y(x) = ,BO+—x+—x
o

Como vemos la trayectoria es una parabola cuyo gréfico es el mostrado abajo:

y
y(Xe)
B
X[/ 0 %
donde x; = at; ;= at y x, = at,
f) x(t) = R cos(k t) ¥(t) = R sen(k t) [k > 0]
X A Yy 4
R R
r g r

En este caso si utilizamos el mismo método que en los ejemplos anteriores para
encontrar la trayectoria tenemos que al despejar ¢+ de una de las ecuaciones de
movimiento, por ejemplo de x = x(7) obtenemos
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ol
t =—-arccos| —
k R

si ahora reemplazamos ¢ en ecuaciéon de movimiento y = y(¢) la expresiéon de la
trayectoria resulta
X
y(x) = R.sen[arccos(iﬂ

Resulta evidente que a partir de esta expresion no podemos determinar facilmente cudl
serd el grafico de la trayectoria. Sin embargo, si elevamos al cuadrado las funciones de
movimiento y luego las sumamos obtenemos.

X+ y2 = R? [cos’(k t)+ sen’(k 1)] = X+ y2 = R?
por lo tanto el grafico de la trayectoria es un circulo de radio R

YA

Notemos que no siempre es posible expresar a los puntos del plano que pertenecen a la
trayectoria como una funcién cémo es evidente en este dltimo ejemplo que hemos
analizado.

Sistema de coordenadas polares
Hasta ahora para definir la localizacion de un punto en el plano hemos utilizado
un sistema de coordenadas cartesianas. Sin embargo también es posible determinar un

punto del plano utilizando otro tipo de coordenadas, por ejemplo las coordenadas
polares.

B (p.0)

Semirrecta a partir de la
cual se miden los dngulos
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Como vemos en el dibujo la posicion del punto B se puede fijar dando los valores de py
6, donde:

- pes lalongitud del segmento OB .. p>0

- 0 es el angulo subtendido por el segmento OB y la semirrecta horizontal. Por
convencion, si el dngulo se genera rotando dicho segmento en sentido antihorario el
signo del dngulo serd positivo, pero si se genera rotando el segmento en sentido
horario el signo del dngulo serd negativo.

Con estas dos coordenadas (p,6) se determina univocamente la posicién de un
punto en el plano. Como vemos hasta ahora todo lo concerniente a las coordenadas
polares es completamente andlogo a las coordenadas cartesianas.

YA
P (x)y)
2 R * (p.6)
o/
<. i
6 ;
0] X x

Las coordenadas cartesianas y polares estan relacionadas por las siguientes expresiones:

x = p cos(6)
y = p sen(6)

Ademas

3

y
A
BN I ;
i dap
Paf
______ e\, B
YB I !
ol/f5s. | _—Ps ;
sy : R
XA XB X
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La distancia entre los puntos A y B en funcién de sus coordenadas cartesianas
estd dada por la expresion

d,; = \/(xB _xA)2 +(ys — yA)2

Si analizamos la figura, vemos que queda definido un tridngulo cuyos lados son p4, pp y
dap. En este tridngulo el dngulo entre los lados p4 y pp es (64 -6s).

A

v

Haciendo uso del teorema del coseno podemos determinar que:

d,s = \/,032 +pA2 —2p, pycos(6, —6;)

Analicemos si son equivalentes las expresiones obtenidas en coordenadas
cartesianas y polares para la distancia entre los puntos A y B. Sabemos que

x,=p,cos(d,)
Va =P, sen(6,)
Xz = py cos(by)
Vs = Py sen(8,)

2 2 2
Pa =X, tY,

2 2 2
Pg =Xp t)g

d g =\/(x3 _xA)2 + (v, _yA)2

d,p = \/sz —2Xx, Xp +xA2 + y32 =2y, v+ yA2

2 2 2 2
dAB:\/xB +yp XY 22X, x5+ Y, V)

utilizando las relaciones entre coordenadas cartesianas y polares se obtiene
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dyy =Py + s> =20, Pylcos(8,)cos(8,) + sen(8,) sen(6,)]

2 2
d g :\/pB +Py —2p,Pycos(8, —6;)
Como vemos las dos expresiones son equivalentes, ya que la distancia entre dos puntos

debe ser independiente del sistema de coordenadas que se use para calcularla. La
distancia entre dos puntos debe ser invariante ante transformaciones de coordenadas.

Descripcion de movimientos en coordenadas polares

Para dar la posicién de un cuerpo que estd en movimiento por medio de coordenadas
polares, podemos construir una tabla

7] P 0
I P2 6

y de igual manera que en coordenadas cartesianas, tendremos dos funciones de
movimiento

t P t o
1 foF 5] o
%) P2 1) 0>
: =>p=p(1) =60=0()
lj Pj Ij 0,

La trayectoria estard dada en forma paramétrica con pardmetro ¢ por las
expresiones de las funciones de movimiento p (¢) y € (t) o por una relacion entre las

coordenadas polares py 6, es decir p = p(6), la cual se obtiene eliminando ¢ en las
funciones de movimiento.

Analicemos a continuacion algunos ejemplos de movimientos en el plano
descriptos en coordenadas polares.
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0= p(t) 6= 41 p=p(0)
a) p=p, =cte 0= 6,=cte pP=po, 0=06,
pn 91;
(Rxeo)
Po 6, Po
6, ‘
0 t 0 t g
b)p=p,+vt (*) 0= 6,=cte pP=p,+vt 8= 0, (%)
pn 9“
G
Po
pd . . >
19) r 0 r
c) p=p,=cte 0=6,+ ot pP=p, 0=6,+ ot
pn 91;
Po 6,
R pd R
0 r 0 r
dp=p,+vt (*) 0= wt
pn gu
Po 6o
] > >
0 t 0 t

(*) Debido a que p > 0 estas funciones de movimiento son vdlidas s6lo para t 2—p /v .
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Capitulo 7
Vectores

Existen magnitudes fisicas que no son escalares, es decir no quedan completamente
definidas dando su valor y la correspondiente unidad. Hay muchas magnitudes fisicas
que para poder definirlas es necesario dar mds informacién, es necesario definirlas
mediante la utilizacién de vectores, estas magnitudes reciben el nombre de magnitudes
vectoriales.

Existen diversas definiciones para los vectores:

- Un vector es un segmento de una cierta longitud (denominada médulo del vector), al
cual se le asignan propiedades adicionales como la direccién y sentido. El punto de
origen en el espacio se denomina punto de aplicacion.

- Un vector es la representacion geométrica de una magnitud que necesita orientacién
espacial, punto de aplicacion, direccidn y sentido para quedar definida.

- Un vector es un segmento de recta orientado que va desde un punto P hasta un punto

Q.

y asi podriamos seguir enumerando muchas otras definiciones de un vector. Sin
embargo vemos que en todas coinciden en cuales son sus elementos caracteristicos

1) una direccién
ii) un sentido
iii) una magnitud o médulo.

A un vector lo representaremos graficamente por una flecha

_

y en el texto denotaremos que r es un vector mediante la letra que lo identifica, que
puede ser mintscula o mayuscula, escrita en negrita (r), o la letra que lo identifica con
una flecha encima (7). Para denotar el médulo de un vector se encierra el simbolo
utilizado para el vector entre dos barras verticales ( Irl 6 |7 |) o simplemente por la letra
que lo identifica sin que aparezca la flecha encima (17 | = r). El médulo de un vector es
una magnitud escalar, es decir que queda totalmente definido por un nimero y
eventualmente por una unidad.

Cuando multiplicamos un vector por un escalar obtenemos otro vector con las
siguientes propiedades:

s di=Ja

" 4y Aa tienen la misma direccién

= el médulo del producto es igual al producto de los médulos; |/1a| = ‘%‘ = |/1| ‘|&|
= SiA=0entonces Ad =0 lo que implica que es un vector nulo.

* SiA=-1entonces Ad=—-d y es el vector opuesto a d lo que implica que tiene la
misma direccién y médulo pero sentido contrario.

a -a
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= En general si Al > 1 |/121| = ‘Z‘ :|/1| . |&| > |&|

si A >0
/
e

Ad
si A <0

cuando M < 1 || = |2d] = | [d) <]d

si A >0 Aa

/'

/

e
si A <0 / Ad

. 1 . — 1. a ,
Un caso particular es cuando 4= H >0; entonces Ad =Aa = H a= H y el médulo de
a a a
S e I -
este vector es|ﬂa| = ‘ﬂa‘ = H|a| =1. En este caso obtenemos un vector paralelo a a y de
a

moédulo 1. Este tipo de vectores reciben el nombre particular de versores y los

. A __a )
denotaremos por el simbolo 4. Entonces tenemos que a = H es un vector de médulo 1.
a
Los versores nos permiten definir una direccién y un sentido en el espacio.

Podemos definir distintos tipos de vectores:

- Vectores libres: no tienen su extremo inicial, u origen, fijado en ninglin punto en
particular.

- Vectores fijos: tienen su extremo inicial, u origen, fijado en algin punto en particular.

- Vectores equipolentes: son vectores que presentan iguales mddulos, direcciones y
sentidos.

- Vectores deslizantes: son vectores equipolentes que actdan sobre una misma recta.

- Vectores concurrentes: comparten el mismo extremo inicial u origen.

- Vectores unitarios: vectores de mddulo igual a uno también denominados versores.

- Vectores colineales: aquéllos cuyas direcciones coinciden.
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Suma de vectores

La suma de dos vectores da como resultado otro vector y esta operacion, entre
otras, posee las propiedades conmutativa y asociativa.

a) Propiedad conmutativa: a + b=b+a
b) Propiedad asociativa: @ +b + ¢ = (ﬁ + l;)+ c=a+ (l; + E)

El vector suma se puede obtener graficamente por la regla del paralelogramo.

para ello hay que trasladar los dos vectores al mismo punto de aplicacién, luego se
forma un paralelogramo como se muestra en la figura y el vector suma queda definido
por la diagonal del paralelogramo que contiene al punto comun de aplicacién de los
vectores. Otra forma es trasladar el segundo vector al extremo del primero y el vector
suma serd el que una el origen del primero con el extremo del segundo.

Para sumar mds de dos vectores se puede utilizar este dltimo método o aplicar la
propiedad asociativa.
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[oN

Un caso particular es cuando los dos vectores que sumamos son colineales. En
este caso el vector suma tendrd la misma direccién que los dos vectores, el sentido del
mayor de los vectores y su modulo serd la suma de ambos mddulos si ambos vectores
tienen el mismo sentido o la diferencia si ambos tienen diferentes sentidos.

Al vector resta de dos vectores, ¢ =d—b lo podemos pensar como el vector
suma de dos vectores ¢ =da + (—b) , donde entendemos al vector (—b) como uno con la

misma direccién y médulo pero sentido contrario al del vector b .

Descomposicion de vectores

Un vector a puede ser expresado como la suma de dos vectores que estén en dos
direcciones predeterminadas. Encontrar cudles son esos vectores se denomina hacer la
descomposicién del vector a en dichas direcciones. Para ello se trazan, por el extremo
del vector a, dos paralelas a cada una de las direcciones predeterminadas; donde estas
rectas cortan a las direcciones dadas determinan el extremo de cada uno de los vectores
en los cuales hemos descompuesto al vector a .

QY

Los versores pueden definir las direcciones a lo largo de las cuales queremos
descomponer un vector. Al conjunto de versores que definen estas direcciones se les
llama base vectorial.

<>

v

<>
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Por ejemplo, consideremos los versores & y v que definen una base y las direcciones
segun las cuales se pueden descomponer vectores.

N}
1l
>
+
=

d »
> »

A

[y

A,y A, son los vectores componentes de A segun las direcciones & y v. Como A, y

i son vectores paralelos, al igual que A, y ¥, podemos escribir:

N}
1l

A
u
14

1 u
,=A -V

b N}

con lo cual
A=A -i+A -7

v

donde A, y A, son dos cantidades escalares que se denominan componentes del vector
A en las direcciones de @ y v respectivamente.

Una base vectorial muy usada, y que utilizaremos habitualmente, es la
ortonormal en la cual los versores que la definen son perpendiculares entre si. Cada uno
de los versores se encuentra sobre uno de los ejes del sistema cartesiano ortogonal que
utilizamos para describir el movimiento de los cuerpos. El versor que determina la

direccion del eje x se denomina i y el que determina la direccion del eje y se denomina

J-

Las componentes de un vector segtin estas direcciones perpendiculares se llaman
componentes ortogonales.

=V
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A,y A, son las componentes vectoriales del vector A segin las direcciones de los ejes

x e y respectivamente. Podemos escribir

A=A, -
A=A, j
Azﬁx+gy A, 1+A i

A: y A, son las componentes del vector A y son magnitudes escalares. Podemos
calcular el médulo del vector utilizando el teorema de Pitdgoras en funcion de estas

-2
A‘ = A +A; . Las componentes de los vectores pueden ser positivas,

componentes;

nulas o negativas.

Suma de dos vectores en una base ortogonal

Supongamos que deseamos determinar el vector suma de dos vectores

C=A+B

><V

A=A i+A, -]
B=B,-i+B, -]
C=C,i+C, ]
pero

C=A+B

C=A-1+A -j+B,- l+B J
C= Q&+B)1+QK+B)J
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podemos identificar

C =(A +B))
C,=(A,+B))

entonces vemos que la suma de dos vectores es igual a un vector cuya componente en
un determinado eje es la suma de las componentes de cada uno de los vectores en dicho

eje.

Resta de dos vectores en una base ortogonal

Para realizar la resta de dos vectores, C = A — B, procedemos de manera similar

a la suma, pues podemos pensar a la resta como la suma de dos vectores C=A+ (-B)

donde

por lo tanto

C=A-B

C=A,i+A -j-B, i-B ]
C=(A,-B)1+(A,—B))-]

con
Cx = (Ax - BX)
C.\' = (Ay - By)

por lo tanto la resta de dos vectores es igual a un vector cuya componente en un
determinado eje es la resta de las componentes de cada uno de los vectores en dicho eje.
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Capitulo 8
Vector posicion
Podemos identificar un punto P del plano, de coordenadas (x,y), mediante un

vector A que tenga su punto de aplicacion en el origen del sistema de coordenadas y su
extremo en dicho punto.

yA

/¥ I

~

A 4

7 A, X
Las componentes de A son las coordenadas cartesianas de P;esdecirA,=xy A, =y.
Por lo tanto al punto P y al vector A lo podemos definir por A=xi+ yJ.

Cuando identificamos con un vector el punto del plano donde se encuentra
ubicado el cuerpo cuyo movimiento estamos describiendo, a este vector lo

denominamos vector posicion y lo denotamos generalmente con la letra 7 6 R.

yA

\ 4

F=xi+yJy r=|?|=w/x2+y2.

Funcion vectorial de movimiento

Hemos visto que la posiciéon de un punto en el plano puede ser dada por un
vector denominado “vector posicion del punto”. Si el cuerpo se mueve sobre el plano su
vector posicion variard con el tiempo y en cada instante de tiempo tendremos un vector
posicion.
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A
t X y r y
I | X1 | i ,
L | X2 | Y2 | 1,
I3 | X3 | Y3 | T 7

1
1y X4 V4 r, 7
Is | X5 | Y5 | T

0 X

Lo que tenemos es un vector que es funcién del tiempo, 7 = 7 (¢) . Si referimos el
vector posiciéon a una base ortogonal coincidente con el sistema de coordenadas
cartesiano ortogonal tendremos, como habiamos visto, 7(¢) = x(¢) [+ y(t) }

\ 4

~.

donde x(¢#) e y(t) son las funciones de movimiento del cuerpo en coordenadas
cartesianas. Por lo tanto tenemos forma de referir el movimiento de un cuerpo en el
plano por medio de la “funcion vectorial de movimiento” r(t).

Velocidad media

Con la funcién vectorial de movimiento tenemos la posicién del cuerpo para
todo instante de tiempo, pero podemos complementar esta informacién dando, ademas,
la direccién, sentido y rapidez del movimiento. Para tratar de dar esta informacion
vamos a definir la velocidad media como:

F(t) —F(@1) _ AF
t, =t At

V=

donde Ar =7(t,)—r(t)) y At =t, —t,. Como ¢, =t, + At podemos escribir

F(t, +At)—7(t)
At

V=

o escribiendo de manera mas genérica para cualquier ¢#;, es decir t; = ¢
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= TF(+AH-F(@)

V=
At
A
y
n=r(t)
n rzzr(tz)
’_,.’
’ AF=F, —F
0 X

V' es un vector que tiene la direccidn y sentido del vector A7 y su médulo igual a

AF
At|’

Calculemos ahora la V para algunas funciones vectoriales de movimiento:
a) x(t)=c,t e y(t)=c212 = F(t)zcltf+c212 j (¢, =cte>0,c, =cte>0)

At=t, —t,, entonces t, =t, + At

A =7(t,)—r(t)=7r(t, +At)—r(t,

AF =c,(t, +AD) i +c,(t, +AD? j—c t,i—c, 1, ]

AF = (t, + At —1) F +e, i, +an? -]}

AF=c Ati+e, i +21, Ar+ A2 1]}

AF =c, Ati+c,(2t, At+Ar?) ]

AF =c, Ati+c, At (2t +Ar) ]

AF = At [c1 i+c, (21, +Ar) }]

5_AF_ e e @ +an H
At At

=c i+c, 21, +A1) ]

<\

Como se puede ver V depende de Ar. Esto también es evidente si analizamos su

mddulo; “7‘ = \/ cl+c2(21,+Ar)* . La variabilidad de V también se evidencia si
analizamos la trayectoria que corresponde a estas funciones de movimiento.
x(t)=c,t e yt)=c, t?

2

X X
t=— = yX)=c,—
¢ ¢
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Ft)=c ti+c,t* ]

y
AF'
AF + At')
(1)
7 (t+ Atr)
0] X

Como se puede ver, dependiendo del A¢ elegido puede variar notablemente la direccion

de V , la cual se corresponde con la direccion de A7 .

b) Consideremos las siguientes funciones de movimiento

x(t)=b +b,t e yt)=by+b,t (b, =cte>0)
AFr=r(t+At)—r(t)

AF =[b, +b, ¢+ AD)]i +[b, +b, 1 +AD)] j= (b, +b, 1) i —(by +b, 1) ]
AF = (b, +b,t+b, At—b, —b, 1) i + (b, +b,t +b, At—b, —b, 1) ]

AF =b,Ati+b,At ]

= AF . A
V==Slcb f+b, ]
At sJ

cémo vemos, V es un vector constante. Analicemos cdmo es la trayectoria del cuerpo
cuando sus funciones de movimiento son las dadas en este ejemplo

x(t)=b, +b,t e y({t)=b,+b,t
_X=b N yzbz-b3—bl-b4+b_4x
bz b2 bz

t

La ecuacion de la trayectoria es una recta

F(t+Ar)
r(1)
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y sin importar cudnto valga ¢ y At el célculo del V nos dard el mismo resultado. Este
movimiento es el que se denomina Movimiento Rectilineo Uniforme (MRU).

Veamos un dltimo ejemplo

C

)c)(t)zblt2 e y(t)=b,t* +b, (b yb,=cte>0;b,=cte<0)

AF =rF(t+At)—F(t)

AF=b,(t+ A0 §+]b, (t+ A0 +b,)]—bt2 F—(by1* +b,) ]

AF=b (> +2-1 A+ A) 4+ [b, 1 +2-1-At+ A2+ b, | ] —bt? P = (b, 12 +b,) ]
AF=Ar-[b, 2 1+ A0 +b, 21+ A1) ]

AF

<

:A—:bl(Z-t+At)f+b2 (2-t+Ar) ]
t

Vb2 t+ADi+b, (2 1+A1) ]
V=2 1+A)-(bi+b)]

vemos que este vector V es un vector constante multiplicado por un escalar que
depende de t y At, es decir es un vector que siempre estd sobre la misma direccién y

que so6lo puede modificar su médulo y sentido. Analicemos la trayectoria que
corresponde a estas funciones de movimiento

x(t)=bt’> e y({t)=b,t>+b, (b, yb,=cte>0;b,=cte<0)

ﬁ:bi - y(t):l;—2x+b3 (x>0)

1 1

AF
F(t)

F(t+Ar)

o X

Aunque es un movimiento rectilineo V depende de 1y Ar.

En los ejemplos anteriores hemos visto que V tiene la direccién y sentido de

Ar, y en algunos casos, modificando At se modifica V . Esto indica que V no es un
buen indicador de la forma en que se mueve el cuerpo. Lo que queremos, de manera
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similar a lo buscado en los movimientos unidimensionales, es una cantidad que sélo
dependa del punto donde se encuentra el cuerpo o del instante de tiempo de que se trate.
Para ello definiremos lo que llamamos velocidad instantdnea o simplemente, velocidad.

Velocidad

Definimos la velocidad

_ lim 7F@+Ar)-7F@) lim =
V()= —_— = |%
At —0 At At —0
como el limite de la velocidad media cuando At tiende a cero.

En general, si tenemos un vector A que depende de una variable z, es decir
A= A(z) , se define la derivada del vector A(z) con respecto a z como

dA(z)  lim  A(z+Az7) - A(z)
dz Az —0 Az

Entonces podemos escribir la derivada del vector posicion respecto al tiempo como

_ dr(t)

V(1) &

Analicemos como podemos hacer esta derivada pues hasta ahora sélo sabemos
derivar funciones escalares. Si el vector posiciéon estd dado en términos de sus

componentes cartesianas como 7 (¢) = x(z) i+ (1) }

_dF@)  lim AR

v(t) =
dt At —0 At

_dr  lim F(r4+ A - F(1)

= dr At —0 At

sy= [t + A0 7+ y(t + A0 J]- e + v ]
CAr—0 At

sy M x+AD [+ y(t+AD) j—x()i—y() ]
A0 At

sy M [+ a0 —x@]i+[ye+an -yl ]
T Ar—0 At

5= lim {x(t + A1) — x(t)} - { y(t + Ar) — y(t)} }}

At =0 At At
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S0 lim [x(H—At)—x(t)}f_i_ lim {y(HAt)—y(f)} ;

A0 At Af =0 At

por lo tanto

Podemos escribir el vector velocidad en sus componentes cartesianas

VO =v.(0)+v, ()]
donde identificamos
dy

dx
f)=— ()=
v, (1) o v, (1) &

Como vemos, al igual que el vector posicion, el vector velocidad es una funcién
vectorial del tiempo. Notemos que en el proceso de derivacion los versores i y j no se
derivan pues ellos son constantes en el tiempo, es decir no modifican ni su médulo ni

direccion.

Analicemos algunos ejemplos
a) Supongamos que tenemos las siguientes funciones de movimiento
x(t)=c,t y yit)=c, t?

La trayectoria que describen estas funciones de movimiento es

X c .
t=— = y(x)=—23x;0seauna pardbola.
¢, ¢

El vector posicién es 7(f)=c, ti +c, t* j y derivando obtenemos ¥(f)=c, i +2¢c, 1 .

El médulo de la velocidad es [i(t) =+/c,” +4¢,” 1

En este caso particular el vector velocidad es una funcién del tiempo y su mddulo no es
constante.

b) Consideremos las siguientes funciones de movimiento

x(t)=b, +b,t e y{t)=b,+b,t (b, =cte>0)
F=(b, +b,t)i+(by+b, 1) ]

derivando el vector posicién obtenemos
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V=b,i+b, ]

y el médulo de la velocidad es |\7| =+b," +b,’

Para estas funciones de movimiento el vector velocidad resulta igual al vector velocidad
media. Este es el tnico caso en que ocurre y es debido a que la velocidad es constante, y
como vimos antes, estas funciones de movimiento se corresponden a una trayectoria
rectilinea, en particular, a un movimiento rectilineo uniforme.

¢) Analicemos un ultimo ejemplo

x(t)=bt> e yt)=b,t>+b, (b, yb,=cte>0;b,=cte<0)

F=bt*i+(b,t> +b,) ]

V(t)=2b ti+2b,t ]

V()=2t(b i +b, ])

este vector velocidad es un vector constante multiplicado por un escalar que depende

del tiempo. Por lo tanto este vector cambia su moédulo pero no su direccién. Si
recordamos la trayectoria que corresponde a estas funciones de movimiento es

b . o
y(t)=-2x+b, (x>0).Por lo tanto corresponde a un movimiento rectilineo.
1
Significado del médulo, direccion y sentido de v
El vector velocidad lo hemos definido como

I lim 7 Iim =
:dr(t)_ 1 Ar 1 v

V(1) = —=
dt At—0 At Ar—0

Analicemos, desde un punto de vista geométrico, qué ocurre con V a medida que
hacemos At — 0
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A medida que Ar >0 se ve que r(t+Ar) > r(t) y la direccién de Ar(¢) tiende a
alinearse con la de la recta tangente a la trayectoria en el punto P. Como V tiene la

misma direccién que Ar(r) y V — ¥ cuando Ar — 0 entonces se puede deducir que la

direccion del vector velocidad en un punto de la trayectoria es el de la recta tangente
a la trayectoria en dicho punto.

V(1)

r(1)

»
»
X

Veamos esta ultima afirmacién en uno de los ejemplos que habiamos analizado. Si las
funciones de movimiento son:

x(t)=c, t y yt)=c,t’

La trayectoria que describen estas funciones de movimiento es

X c .
t=— = yx)= —22 x*; 0 sea una parébola.
¢ 3

El vector posicién es 7(f)=c, ti +c, t* j y derivando obtenemos v¥(f)=c, i +2¢c, t .

Si el mavil se encontraba en la posicién (x;, y;) cuando ¢ = ¢;

A
y

y=px+gq

yi

v
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- s . C A .
tenemos que #; =x;/c; ; entonces V(t,)=c, i +2—=x, j y la pendiente de la recta que
G
contiene al vector velocidad es:

Por otro lado podemos calcular la pendiente de la recta tangente a la trayectoria en el
punto (x;, y;) mediante la derivada de la funcién que define la trayectoria

d
=L —Xx, .. m=p
dx|x=x, c,

Como vemos la pendiente de la recta que contiene a la velocidad y la pendiente de la
recta tangente a la trayectoria en dicho punto son iguales, por lo tanto podemos ver que
se verifica que el vector velocidad es tangente a la trayectoria.

Cambio de coordenadas

Analicemos qué relacién existe entre las coordenadas correspondientes a dos
sistemas de referencia diferentes denominados Sy S’. S6lo analizaremos el caso en que
los sistemas de referencia son ortogonales y tienen sus ejes paralelos entre si. La
coordenada de un punto P del plano en los dos sistemas serd (x,y) y (x’,y’),
respectivamente.

A
y
yA
(x,y)
--------------------------------- P
y y, T ()C )y )
of - : >
Y 0’ x’! x’
o Xo X X
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El origen del sistema S’, visto por el sistema S, tiene coordendas (x¢', yo); mientras que
el origen del sistema S respecto al sistema S’ tiene coordenadas (x’¢, ¥’o). A partir de la
grafica se desprende que se verifican las siguientes relaciones entre las coordenadas de
los sistemas S y S’.

Xo ==X Yo ==Y
X=x+x, Y=Y4y,
X'=x-=Xx, Y=y=y,
x=x=x'y y=y-y,

De esta manera quedan dadas las relaciones entre las coordenadas de un punto medidas
desde ambos sistemas.

Analicemos esto mismo pero usando vectores posicion. Denominemos:
¥ : vector posicion del punto P respecto a O;
r': vector posicion del punto P respecto a O’;
I, vector posicién de O’ respecto de O;

AN 114 y o >
r',: vector posicion de O respecto a O’ (r', =—r,).

=V

v

o X
Del grifico se ve que se verifica la siguiente relacion vectorial:
7 =F'+7, o bien r

de aqui resulta:

N
Il
=N
|
S
o
N
Il
N
|
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Si el cuerpo, cuyas coordenadas estamos indicando, estd en movimiento con respecto a
los sistemas O y O’ las funciones vectoriales de movimiento serdn 7 =7(¢) y 7'=7'(t) .

Analicemos los siguientes casos:

1) Supongamos que el sistema O no se mueve respecto de O’. Entonces las relaciones
son:
F'(t)=7(t)—r, 0 F)y=r'@)-r',

y a la velocidad del cuerpo vista desde ambos sistemas la podemos obtener derivando el
vector posicion

() dF() dF, G di(@)  dF,
i Y da d
o @i, dr,
perO como I’O, =-r 0 = cte tenemos que 7 = dl» = 0 . entonces resulta
v(t)=v'(t)

Como vemos en este caso la velocidad del cuerpo con respecto a O es la misma que
respecto a O’.

2) Supongamos ahora que el sistema O estd en movimiento respecto de O’. En este caso
tendremos

r=r)=r,(® o r)=r'()=r', (1)

y la velocidad sera

dr'(t) _ drt) dr, dr(t) _ dr'(y) dr',

dt dt dt dt dt dt
dr(t) _ ar'(t) _, dr, . ar', _,
como =v(), =v (), —=v, y ——=V , tenemos
g VT TV T Y T
V(@) =v(t) -V, 0 v()=v'(@)-v',

Estas relaciones vinculan las velocidades de un cuerpo observadas por dos
sistemas diferentes que se mueven uno respecto del otro. La relacién entre las
velocidades suele denominarse Teorema de adicion de velocidades.

Estas transformaciones incluyen a las transformaciones de Galileo que ya hemos

analizado cuando estudiamos movimientos unidimensionales. Recordemos que en este
tipo de transformaciones se suponia que la velocidad relativa entre ambos sistemas era
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e - -
constante, es decir v, =—v', =cte ; por lo tanto r, =V, t+7,(0) con lo cual la
relacion entre las coordenadas serd

Fi(1)=F(t) =V, t— 7, (0)

Analicemos un ejemplo de aplicacién. Supongamos que en una ciudad estda
lloviendo y no hay viento a nivel de superficie. Una persona que estd en una parada de
omnibus verd que las gotas caen verticalmente, pero ;como las vera caer otra persona
que viaja en un automovil?

Los dos sistemas de referencia son la persona en la parada de 6mnibus (S) y la persona
que viaja en el automévil (S’). La velocidad de la gota vista por el sistema S serd

V=V, =v, 7 (de acuerdo al sistema de coordenadas graficado v, < 0), mientras que la

velocidad del auto respecto del sistema S serd v, =¥, =v, i (en nuestro caso serd
v,>0). Utilizando la expresion que relaciona la velocidad vista por ambos sistemas
(v'(t)=v(t) —v,.) podemos obtener cudl es la velocidad de la gota vista por la persona

~

que viaja en el auto, la cual resulta v'=v, =v, j—v, 1. Realicemos un diagrama

vectorial cualitativo para ilustrar mejor cémo es la direccion en la que el conductor del
auto ve caer las gotas el conductor del auto.

Producto escalar
En numerosos problemas nos interesa conocer la componente de un vector en

una determinada direccién. Para tratar esto vamos a definir el producto escalar entre dos
vectores. Este producto también se lo suele denominar producto interno o producto
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punto. Como su nombre lo indica es una operacién entre dos vectores cuyo resultado es
un escalar y estd definido de la siguiente manera:

Dados dos vectores A y B, que subtienden entre si un dngulo ¢, el producto
escalar entre ambos estd dado por la siguiente expresion:

il A
A-B= ‘A‘ : ‘B‘ -cos(ay)
a

B

Como vemos el producto escalar entre dos vectores (;X-E‘) da cémo resultado un
escalar el cual puede ser positivo (si 0 < 8 < /2) o negativo ( si 72 < € < 7). De la
definicion del producto escalar es claro que posee la propiedad conmutativa

(A-B=B-A).

Supongamos que uno de los vectores que operan sea un versor, por ejemplo i .
Entonces el producto escalar entre un vector C y el versor & serd

é-ﬁz‘é‘-|12|-cos(,8)=C-COS(,5) C

Como se puede ver en la figura C-it=C - cos( p)= OP es la proyeccién del vector C

sobre la direccion definida por # . Por lo tanto el producto escalar de un vector por un
versor nos permite calcular la componente (o proyeccion) del vector segin al direccién
definida por el versor.

Si tenemos dos vectores, por ejemplo A y B, y deseamos calcular la
componente, o proyeccion, de uno de ellos, supongamos el vector A,alo largo de la
direccion del otro vector, o sea el vector B , debemos hacer el producto escalar del
vector A con un versor con la misma direccién y sentido del vector B . Podemos
definir un versor en la direccién del vector B de la siguiente forma

. B B
B:Tz—
B B
de esta manera
- ~ - B B
A-B=A-—=A-— cos(a)=A-cos(x)
B B
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A partir de la definicién del producto escalar es posible determinar cual es el
dngulo entre dos vectores

A-EzA-B-cos(a')

A-B
cos() =——
A-B
cos(a):é‘ﬁ
A B
cos(a):fl-é

Analicemos algunas propiedades del producto escalar:

-A-A=A-A-cos(0)=A>
El producto escalar de un vector por si mismos da como resultado el médulo del
vector elevado al cuadrado. Como consecuencia de esto se verifica que el producto

interno de un versor por si mismoesuno (i -i =1y j-j=1).

- Si dos vectores son no nulos (A #0 y B#0) y el producto escalar entre ambos da

cero (A-B= 0) entonces ambos vectores son perpendiculares entre si (A 1 B). Por lo
tanto el producto interno entre los versores que definen la base cartesiana ortogonal

serd cero (i - }=O).

Podemos encontrar las componentes de un vector, por ejemplo C, en dos
direcciones dadas por los versores que definen una base ortogonal haciendo el producto

escalar de C con cada uno de los versores.

=V
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pero OP coincide con la magnitud y signo de la componente de C en la direccién x
(Cy) y OQ coincide con la magnitud y signo de la componente de C en la direccién y
(Cy). Por lo tanto

>

C-i=cC,
.jzcy

~

A

Supongamos ahora que tenemos un vector D como el que se muestra en la figura

v

A

D-i=D.cos() =—D.cos(T — &) = —OP= D,
D-j=D.cos(f)=00=D,
Si repetimos el cédlculo con vectores en cualquiera de los cuadrantes veriamos que el

resultado serfa el mismo, es decir que si tengo un vector A podemos encontrar sus
componentes en un sistema de coordenadas cartesiano ortogonal haciendo el producto
de este vector por los versores que definen la base.

>

A f

~

b
~o

=A)c
.:Ay

En el caso particular que del vector posicién, 7 = x.i + y.j, entonces

i

=N

X =

i’
~o

y:

Dados dos vectores A y B, dados en sus componentes cartesianas, el producto
escalar entre ambos resulta:
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AB=(A,i+A,.)).(B,i+B.])
aplicando la propiedad distributiva tenemos

AB=A_B (i) +A B .0Q.))+A, B .(ji)+A B ()

AA ~

teniendo en cuenta que i1 = j.j =1y i.j = ji =0 resulta
AB=A_B +A, B,

Este resultado también puede obtenerse a partir de la primera definicién que dimos para
el producto escalar. Si tenemos los vectores A y B como se muestra en el grafico

yA
E 0!:93—9,4
e
9,

=V

A.B = A.B.cos(@) = A.B. cos(d, —6,)
desarrollando el coseno de la diferencia de dngulos
AB= A.B.[cos(HA).cos(HB) )+ sen(8,).sen(8, )]
distribuyendo obtenemos

A.B = A.B.cos(8,).cos(8,,) + AB.sen(8,).sen(6,,)
A.B = A.cos(8,).B.cos(8,,) + A.sen(8,).B.sen(6,,)

podemos identificar en esta expresion a las componentes de los vectores A y B

A, =Acos(@,) ; A =Asen(6,)
B, =B.cos(¢;) ; B, =B.sen(6;)
resultando entonces
AB=A_B +A, B,

que es la misma expresion obtenida antes para el producto escalar entre dos vectores en
término de sus componentes cartesianas.

Con esta forma de calcular el producto escalar resulta facil verificar que
Fr=r’=x"+y’.
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También es posible calcular el dngulo entre dos vectores en término de sus
componentes cartesianas

A-B
cos() =——
A-B

A.B +A B,

cos(x) = —

JAZ+A?-\[B2+B!

Aceleracion

De igual manera que cuando analizamos el caso del movimiento unidimensional,
queremos que la aceleracion nos dé informacién acerca de cdmo cambia la velocidad en
el tiempo. En el caso unidimensional teniamos que

_dv_dzx

a=—=
dt  dt?

Ahora, la velocidad es un vector y por lo tanto el cambio de la velocidad en el tiempo
serd el cambio de un vector en el tiempo. Un vector, y de manera particular el vector
velocidad v, puede cambiar de diversas maneras:

1) Cambiando solamente el médulo y/o sentido sin modificar su direccién

v(t) - v(t)
- > Av

«— —
> - Av
V(t + Ar) v(t+ Ar)

2) Cambiando solamente de direccion

v(t)

v(t+ At)

3) Modificando mdédulo y direccién simultidneamente

V(1) AV

v(t+ Ar)
Definamos el vector aceleracion para el caso del movimiento en el plano como

lim AV lim (e +Ar) —vi()
At —>0Ar Ar—0 At

v
a=s—=
dt
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como vemos el vector aceleracion tiene la direccién y sentido del vector Av. Como

. dr s
V= m podemos escribir
t

- d{d?} d*r
a:— —_ =
dt| dt | drt’

Si el vector posicién 7 estd expresado en término de sus coordenadas cartesianas,
F=xi+Yy.j, resulta

- d |:dx 2~ dy A,:| dvx ~ dVy A
a=—|—ia1+—. = €+ .J

arla’ | a T a
L

dr’ dr’

dv, d°x dv, d’y
oAt dr? YT dr?

Analicemos la expresion que hemos obtenido para el vector aceleracion. Sobre una
trayectoria tenemos la velocidad del cuerpo en el instante ¢ y 1+4f como se muestra en
la figura,

v(t)

Trayectoria

N

v(t+At)

v(t)

v(t+ At)

. . - Av .
por lo tanto es necesario analizar la evolucién de ™ cuando At — 0 para estudiar el
t

comportamiento del vector aceleracion.

Para una mejor comprensién del tema analicemos primero algunos casos
simples:

1) Supongamos una trayectoria lineal, por lo tanto el vector velocidad sélo puede

cambiar de médulo y/o sentido.

V() AV

»

v

<l
—~
-~
A
<
~
=
+
>
-~
N
y

v(t+ At)
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Sabemos que
AV =v({t+At)—v(1)

y que a un vector lo podemos escribir como un escalar multiplicado por un versor en la
misma direccién. En el caso del vector velocidad podemos definir un versor velocidad
que es tangente a la trayectoria, por lo tanto escribimos

V(t+ Ar) =v(t + Ar) V(¢ + Ar)
V() =v().v(t)

En el caso que estamos analizando, como la trayectoria es rectilinea, se verifica que
V(¢ +At) = v(t) = v . Por lo tanto

AV =v(t+ AV —v(t)V
AV =yt + A —v(n)]p
AV = Avy

Entonces

dv lim AV lim o y(r+ Ar) - () 5

T T A S O0A A0 At

como ¥ no depende del tiempo resulta

- dv .
a=—23y

dt

es decir una aceleracion que estd en la misma direccidon que la velocidad, es decir que
allv, vy es la misma aceleracién que ya conociamos en el caso del movimiento
unidimensional. A esta aceleracion, paralela a la velocidad la llamaremos aceleracion

tangencial (a, 6 a,) pues es tangente a la trayectoria.

_dv
a, —E.V

Como vemos la aceleracion tangencial es la responsable de modificar el médulo de la
velocidad sin afectar la direccion de la misma.

Veamos un ejemplo. Supongamos que las funciones de movimiento de un cuerpo estan
dadas por

x(t)=bt> e y(t)=b,t*+b, (b yb,=cte>0;b,=cte<0)
F()=bt* i+ (bt +b,) ]

- dr » A
V()= i 2bti+2.b,t
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V(1) =2.1.(b, i +b, J)
dv 2 A

at)=—=2.(b,i+b, j

) dt (b, 2 J)

la trayectoria que corresponde a estas funciones de movimiento es

x(t)=bt* e y(t)=b,t’+b, (b yb,=cte>0;b,=cte<0)

ﬁ:bi - y(t):l;—2x+b3 (x>0)

1 1

como vemos en este caso la trayectoria es rectilinea y como vemos a(¢) y v(z) son el

mismo vector ( (b, [ +b, 7)) pero multiplicado por diferentes escalares. Por lo tanto
allv.

2) Supongamos ahora una trayectoria no rectilinea, pero que es recorrida con médulo de
velocidad constante. Nuevamente tenemos que

AV =v({t+At)—v(1)
y que podemos escribir

v(t+ A =v(t + AD V(@ + Ar)
V(1) =v(t).0(t)

En este caso particular tenemos que v(t + Ar) = v(t) = v ; entonces

d_ lim A limo G+ An i)
dt At—>0At Ar—0 At

a=

como v no depende del tiempo resulta

dav
V.—
dt

a=

En este caso particular no resulta evidente cual es la direccidn de la aceleracion a partir
de la expresion obtenida. Intentemos realizar un andlisis mas minucioso. Sabemos que

si derivamos ambos lados de esta igualdad respecto al tiempo se obtiene
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A A

o . . dv .~ dv .
de esta tltima expresion se deduce que v.? =0, por lo tanto v J_d—. Esto ultimo
t t

implica que cuando un cuerpo se mueve de manera tal que el médulo de su velocidad es
constante la aceleracion es perpendicular a la velocidad (a L v).

v

v

- dav
=V.—
dt

Esta aceleracion que resulta perpendicular a la velocidad la llamaremos aceleracion
normal (a, 6 a,)

0 v(t+ At)

ém) §, AV

v(t+ At)

Como vemos la aceleracion normal apunta hacia la parte concava de la trayectoria.
Analicemos un ejemplo de este dltimo caso en el cual un cuerpo se mueve sobre una

trayectoria con médulo de velocidad constante ( |\7| =v=cte). La aceleracion normal es

la responsable de modificar la direccién de la velocidad sin afectar al médulo.

v(t) = v.[cos(a).t) [ + sen(wi) }] (a) = cte)

ar) = ‘:Z—f = v.ool- sen(ewn) § +cos(@r) j]

Para ver si se verifica que a L v debemos hacer el producto escalar entre ambos
vectores (d.v)
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alt)v(@) = v.a).l— sen(@1) [ + cos(@.) jlv.lcos(a).t) [ + sen(wi) jJ
()5 (1) = v2.o]- sen(@a1).cos(@r) + cos(ei) sen(w1) |
at)v()=0

Como vemos cuando |\7| =v=cte la aceleraciéon es perpendicular a la velocidad

(av=0).

3) Calculemos la aceleracién cuando varia el médulo (|\7| =v) y la direccion (V) del

vector velocidad. En la trayectoria tenemos

v(t) v(t+ At)

v(t+At)

Determinaremos a en el instante ¢, es decir en el punto donde el cuerpo tiene velocidad

V(1)

P v _ lim AV

dt At —=0 At

Como vamos a hacer que Ar — 0, haremos un dibujo de v(¢) y v(¢+ At) para un Ar

“muy pequefio”.
v(t <=~ VAY

‘/’_S__}/"‘KN Vn

v(t+ Ar)

Se puede descomponer a Av en dos vectores, uno que llamaremos ¢ (o tangencial), el
cual tiene la misma direccién que v(¢), y otro que denominaremos # (o normal) que es

perpendicular a v(¢) ; es decir podemos escribir AV =Av, +Avy, . Por lo tanto, si

calculamos la aceleracion tenemos

azﬂz lim A_ﬁ

dr At —0Ar
_lim AV, +47)
“CAas0 M
__ lim Ay, lim Ay,
“TASO M A0 A
G=a, +a

Como se ve podemos expresar a la aceleracién como la suma de dos componentes, una
que es perpendicular a la velocidad (d,) y otra paralela a la velocidad (a,). Como
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vimos, la componente de la aceleracion paralela a la velocidad sélo es responsable de
modificar el médulo de la velocidad, mientras que la componente de la aceleracion
perpendicular a la velocidad serd la responsable de modificar la direccion de la
velocidad.

Veamos ahora si podemos encontrar una expresion para estas componentes de la
aceleracion. Sabemos que podemos expresar a un vector como un escalar multiplicado
por un versor, y en el caso particular de la velocidad podemos escribir v(t) = v(¢).0(¢) .
Si tanto el médulo como la direcciéon de la velocidad pueden variar con el tiempo
tenemos:

o dv_d,

a0 === -0

a)= M.\?(t) + v(t).M
dt

Vemos que esta expresion de la aceleracion contiene las dos componentes que ya hemos
identificado en los casos particulares que hemos analizado.

G=d +a

Y T

() =a, )= :1(; ) 5()
431

a,(t)=a,(t)= v(’)‘—dz
Entonces podemos descomponer al vector aceleracion en dos componentes cuyos
efectos sobre el vector velocidad estan bien diferenciados.

Aceleracion tangencial ( a, ): Es la responsable de modificar el médulo del vector
velocidad.

Aceleracion normal (a, ): Es la responsable de modificar la direccién del vector
velocidad.

Ahora analizaremos cémo, a partir del vector aceleracién dado en coordenadas
cartesianas, expresamos las componentes tangencial y normal de la aceleraciéon. Vemos
en el grafico que lo que deseamos es obtener la componente de la aceleracién en la
direccidn tangente a la trayectoria. Hemos analizado que para obtener la componente de
un vector en una determinada direccion debemos hacer el producto escalar de dicho
vector por un versor en la direccidon deseada.
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Por lo antes descrito debemos definir un versor 7 cuya direccion sea tangente a
la trayectoria. Como el vector velocidad es tangente a la trayectoria podemos utilizarlo
para definir dicho versor.

N
Il
<>
Il
< | <l

Entonces podemos calcular la proyeccién, o componente, del vector aceleracion en la
direccidon tangente a la trayectoria realizando el producto escalar entre el vector
aceleracion con el versor v

. av
a,=ayv=

1%

y podemos escribir el vector aceleracion tangencial como

a,=a,v
a, =(av).w
~ av ,
a, =—2uy
v
~ av _
a =—1uy
' 2
v

Determinar la componente normal del vector aceleracion es una tarea mads
simple. Sabiendo que al vector aceleracién lo podemos escribir como d =a, +d,, y

conociendo la expresion del vector aceleracion tangencia tenemos

a,=a-—a,
-~ oav .
a,=a——.v
n V2

Determinacion del vector posicion (7 ) a partir del vector aceleracion (a )

Cuando analizdbamos el movimiento unidimensional vimos como obtener la
funcién de movimiento x(z) a partir de la aceleracién a(t) del mévil. Si la informacion
con la que contamos es la funcién aceleracién a(z) y nuestro objetivo es obtener la
funcién de movimiento del cuerpo x(7) sabemos que estdn relacionadas por la siguiente
expresion

dv
—=—=alt
0 (1)
entonces debemos primero encontrar una funcién v(r) =v*(t)+ C (C = cte.) tal que
dv _dv”

- = = t
dt dt at)
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y luego una funcién x(¢) = x* (1) + C.t+ D (D = cte.) que verifique

XD e
dt dt

A las constantes de integracion C y D las determinamos a partir de dos datos extras que
nos tienen que proveer y que pueden ser la velocidad y posicién para un determinado
tiempo (x(#y) y v(t;) pudiendo ser #y = t;) o la posicion para dos tiempo diferentes (x(#y) y

x(11)).

Ahora, para el caso de un movimiento en dos dimensiones, lo que tenemos como
dato es el vector aceleracion a y debemos encontrar la funcién vectorial de movimiento

7. Si el vector aceleracién estd dado en sus componentes cartesianas, d =a_.I + a,.j, el

problema serd encontrar el vector posicion dado en componentes cartesianas. El
problema que ahora tenemos es idéntico al resuelto para una dimension pero para cada
una de las componentes cartesianas.

Dado a, debemos encontrar una funcién v_(t)=v; (t)+C, (C, = cte.) tal que

dv av’
X — X — t
dt dt )

y luego una funcién x(¢) = x" (1) + C 1+ D, (D = cte.) que verifique

& =)
dt  dt B

y por lo tanto

X

d’x _d’x" _dv, dv]

dt*  dr? dt  dt !

De igual manera, dado a, debemos encontrar una funciéon v, (¢) = v;' () +C, (Cy = cte.)

tal que
dv, dv; ®
= =a. t
dt dt ’

y luego una funcién y(t) = y* (1) +C , 4+ D, (D = cte.) que verifique

dy _dy”
—=——+C = (t
dr  dt =)
y por lo tanto
d*y d*y* dv, dv]

=da
dr® dr® dt dt Y
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de esta forma podemos escribir los vectores velocidad v(t) = v, (t)f +v, (t).} y posicion

F(1) = x(¢)d + y(t).}, pero para que queden univocamente determinados estos vectores
es necesario encontrar los valores para las constantes de integracion C,, C,, D,y D,.
Para esto, al igual que en el caso unidimensional, es necesario que nos provean datos
extras aparte del vector aceleracidn, como por ejemplo los vectores velocidad y posicién
para un determinado tiempo (7(t,) y v(¢,) pudiendo ser fyp = #;) o el vector posicion

para dos tiempo diferentes (7(t,) y 7(t,)).

Veamos un ejemplo: Supongamos que un cafién, ubicado sobre una plataforma,
dispara un proyectil con una velocidad inicial de médulo vy que forma un dngulo & con
la horizontal, como se muestra en la figura. Suponiendo que la aceleracion del proyectil
es la de la gravedad, deseamos encontrar cual es la funcién de movimiento del mismo a
partir del instante que salen por el extremo del caidn.

A

y

Yo

v

0

Para describir el movimiento de los proyectiles utilizaremos el sistema de coordenadas
mostrado en la figura y tomaremos como ¢ = 0 s al instante en que el proyectil abandona
el tubo del cafién. Entonces, tomando en cuenta el sistema de coordenadas graficado
nosotros tenemos que:

a(t)=-g.j
7(0s) = xyd + y,.
¥(0s) = v,.cos(8).0 +v,.sen(6).]

Si analizamos cada una de las componentes tenemos:

Componente x Componente y

a. (t)=0 a,(t)=-¢

x(0s) = x, y(0s) =y,

v (0s) =v,.cos(8) v, (0s) = v,.sen(6)
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Integrando podemos obtener las componentes de la velocidad

v.(1)=C, v, ()=—gt+C,
v (0s)=C_=v,.cos(0) v, (0s) =C =v,.sen(6)
v, (1) =v,.cos(0) v, (1) = =gt +v,.sen()

Con estas componentes podemos escribir el vector velocidad del proyectil
v(t)=v, .cos(0)d + [— gt+v, .sen(@)].}
Integrando nuevamente obtenemos las funciones de movimiento para las coordenadas

x(t) =v,.cos(6).t+ D,
x(0s) =D, = x,
x(t) =v,.cos(0).t + x, y(0s)=D, =y,

y(t) = —% g’ + vy.sen(0).1+ D,

y(t) = —%g.t2 +v,.sen(0).t+y,

Por lo tanto el vector posicion del proyectil es

— 2~ 1 A
F(t) = [vo,cos(ﬁ).t +x, i+ {— ) g1’ +v,.sen(@).t+y, }]
Movimiento circular
El movimiento circular es un caso particular de un movimiento en el plano. La

trayectoria es una circunferencia, o parte de ella, y puede ser descripta en coordenadas

cartesianas por la ecuacién x* +y”> = R®, mientras que en coordenadas polares por
pP=RyO8=0@).

y4

e
S

El vector posicion de una particula que realiza un movimiento circular expresado
en coordenadas cartesianas es

F(1) = R|cos(6(t)) + sen(8(1)).]]
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derivando obtenemos la velocidad del cuerpo
V(1) = R.[— sen(e(t)).ﬁf + cos(H(t)).ﬁ.j}
dt dt
) = R.%.[— sen(8(1))4 +cos(0(1)).]]

la derivada con respecto al tiempo de la funciébn de movimiento angular la

. . dé
denominamos velocidad angular y la denotamos por @ = T ; entonces
t

7(1) = Rl sen(6(1)). +cos(8(1)).]]

Derivando el vector velocidad para obtener el vector aceleracion del cuerpo

i) = RI2 [ sen(6(6)).5 +cos(6(1)).]]+ R.a){— cos(0(1). 28 ; - sen(H(t)).ﬁ.}}
dt dt dt

la derivada respecto al tiempo de la velocidad angular es la aceleraciéon angular ¥ = Cf{—w
t

y podemos escribir el vector aceleraciéon como
a(t) = Ryl- sen(6(1))3 +cos(@(1)). |- Rw* [cos(6(1)) 7 + sen(6()).]]

Podriamos escribir este vector de manera que aparezca una Unica componente en la
direccidn x y una tinica componente en la direccion y

a(t) = —R[y.sen(6(t)) + @* .cos(@t) i + R[y.cos(8(1) - @* sen(8(1))] ]

Sin embargo veremos que la primera forma en que fue escrita la aceleracion es mas
interesante.

S

><VV

yA4
Q/
Si realizamos el producto escalar entre el vector posicion y el vector velocidad vemos
que 7(¢).v(t) =0 lo que implica que en un movimiento circular el vector posicion es

siempre perpendicular al vector velocidad (7(¢) L v(¢)). Si la componente tangencial de

la aceleracion tiene la direccion de la velocidad entonces la componente normal de la
aceleracion tendrd la direccion del vector posicion. Si analizamos la expresion de la
aceleracion vemos que estd escrita como una suma de vectores, donde cada uno de estos
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vectores es un escalar por un vector. La parte vectorial del primer término es idéntica a
la parte vectorial de la velocidad y por lo tanto podemos identificar este término con la
aceleracion tangencial.

a, (1) = Ry|- sen(6(1))f +cos(6(1)).]]

Mientras que la parte vectorial del segundo término es igual a la parte vectorial del
vector posicidn, entonces podemos identificar a la componente normal de la aceleracién
con este segundo término.

i, (1) = —R.e* [cos(8(1)) + sen(6(1)).]]

Sin embargo, podemos calcular las componentes tangencial y normal de la aceleracion
mediante las expresiones d, = (d.V).V y d, =d —d,. Para este caso particular el versor

velocidad (V) es

p=L =2 [ sen(0)). +cos@).j]
v lwl
a,=dv=al=Ryp-2
% lw|
entonces
d, = Ry|- sen(0(1). +cos(0(1)).]]
y

i () =d—ad, =R [cos(0(1) +sen(6(1)).]]

Como vemos las expresiones para la aceleracién tangencial y normal son las mismas
que habiamos deducido anteriormente.

Ahora describiremos el movimiento circular utilizando coordenadas polares. Los
versores en coordenadas polares son i, y ii,.

@}/

~ow
v

El vector posicion escrito en coordenadas polares es 7(t) = p(t).i ,» y en el caso
particular del movimiento circular resulta 7(t)= R. , - Para calcular la velocidad

debemos derivar el vector posicion respecto del tiempo. Hasta ahora habfamos derivado
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vectores cuyas componentes estdn escritos en coordenadas cartesianas, donde los
versores son constantes en médulo y direccion y por lo tanto su derivada respecto al
tiempo es cero. Sin embargo en un sistema de coordenadas polares los versores
modifican su direcciéon cuando cambia la posicion del cuerpo cuyo movimiento
describimos. Esto implica que los versores i, y it, son funciones del tiempo y hay que

tenerlo en cuenta cuando efectuemos la derivada.

Veamos a que es igual la derivada de los versores polares respecto al tiempo. Para ello
escribiremos los versores polares en términos de los versores de un sistema de
coordenadas cartesianos.

v

i, = cos(8)d + sen().]
i, =—sen(0). +cos().]
En estas expresiones lo que es funcion del tiempo es el dngulo 6. Si derivamos respecto

al tiempo obtenemos:

di deé . ae -

—2 = _sen(6).—.i +cos(8).—.]
y ) ” @) o
dit 2 4

=2 =l sen(0) + cos(6).]]

di

_/7 = (0.149
dt

dii, ag do -
—2 =—cos(f).—.i — 0).—.j
" ()dtl sen()dt]
ddﬁ = —a).[cos(é’)f +sen(6).] ]

t

=—.Uu

di, )
dt p

Aplicando estos resultados, la velocidad de un cuerpo que realiza un movimiento
circular es
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Es evidente, a partir de esta expresion de la velocidad, que 7(¢) L v(¢) . Para calcular la
aceleracion debemos derivar la velocidad respecto al tiempo

_ dv d R
=2 -2 (Ro.
a d d ( ua)
i=RI% G LR ity
dt dt

En esta expresion de la aceleracion es claro que la componente en la direccion del
versor i, es paralela a la velocidad y la componente en la direccion i, es normal a la

velocidad, por lo tanto.

La componente normal de la aceleracion tiene la direccién —i ,, es decir que apunta

hacia el centro del circulo. Esta componente de la aceleracion que es la responsable de
la modificacién de la direccién de la velocidad recibe el nombre de aceleracion
centripeta.
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Capitulo 10
Localizacion de un punto en el espacio tridimensional

Hemos descrito el movimiento unidimensional (1-D) y bidimensional (2-D) de
cuerpos puntuales, es decir que se mueven sobre rectas o en un plano. Ahora estamos
interesados en describir el movimiento de cuerpos en el espacio tridimensional (3-D).
De manera similar a lo que hicimos en la descripcién de los movimientos 1-D y 2-D, lo
primero que debemos hacer es determinar de manera univoca la posicién de un cuerpo
en el espacio tridimensional.

Sistema de coordenadas cartesianas ortogonales

Este sistema es similar al que utilizamos para definir la posicién de un cuerpo en
el plano, sélo que agregaremos un nuevo eje, que es perpendicular a los dos anteriores,
en el cual se especifica la altura a la que se encuentra el cuerpo respecto al plano de
referencia. Esta nueva coordenada la llamaremos z. Por lo tanto para definir la posicién
de un punto en el espacio tridimensional deberemos especificar una terna de valores que
corresponden a las tres coordenadas del cuerpo en el espacio como se observa en la
figura.

AZ
Zap,
\\A
dyo, .(xa:ya; Zu)
1
|
1
0 : ,y“ >
S v
1
)

_________ -

La distancia que existe entre un punto en el espacio, de coordenadas (x,,Yq ,24), ¥
el origen O (dao) estd dada por la expresion:

Dados dos puntos en el espacio A; y A, de coordenadas (x;,y.,z;) Y (X2,V222)
respectivamente, la distancia d entre ellos es la longitud del segmento A A, que une
ambos puntos y estd dada por la expresion:

d =\/(x2 _x1)2 +(y, —y1)2 +(z, —Zl)2

Vector posicion
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También podemos identificar un punto P del espacio tridimensional, de
coordenadas (x,y,z), mediante un vector 7 que tenga su punto de aplicacion en el origen
del sistema de coordenadas y su extremo en P.

X

Las componentes de este vector 7 son las coordenadas cartesianas de P; es decir r, = x,
ry, =y yr. =z .Porlo tanto al punto P y al vector ¥ lo podemos definir por
F=xi+yj+zk , donde k es un versor en la direccién del eje z. Cuando

identificamos con este vector 7 el punto del espacio donde se encuentra ubicado el
cuerpo, cuyo movimiento estamos describiendo, a este vector lo denominamos vector
posicion.

Funcion vectorial de movimiento

Como hemos visto la posicion de un punto en el espacio puede ser dada por un
vector denominado “vector posicion del punto”; si el cuerpo se mueve su vector
posicion variard con el tiempo y, por lo tanto, en cada instante de tiempo tendremos un
vector posicion. Es decir que el vector posicion serd una funcién del tiempo 7 = r(¢) . Si

referimos el vector posiciéon a una base ortogonal coincidente con el sistema de

coordenadas cartesiano ortogonal podemos escribir 7 () = x(¢) [+ (1) }+ z(1) lg, donde

x(t), y(t) y z(t) son las funciones de movimiento del cuerpo en coordenadas cartesianas.
Por lo tanto podemos describir el movimiento de un cuerpo en el espacio por medio de
la “funcion vectorial de movimiento” 7 (t).

Velocidad y aceleracion en el movimiento tridimensional

Definimos la velocidad del cuerpo, de igual manera a cémo lo hicimos cuando
analizamos el movimiento de un cuerpo que se mueve en el plano (2-D), como el limite
de la velocidad media cuando At tiende a cero, es decir:

lim 7(t+A)—-7() lim 7
At —0 At At —0
~ dr(t)
V() =
(1) &

v(t)=
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\7(1):@?+Q}+£I€
dt dt dt

Podemos escribir el vector velocidad en sus componentes cartesianas
P =v.(O)+v,(0) J+v.(Dk

donde identificamos

dx dy
v.iy=— , v (t)=— v.(t)=—
NO) 7 (@) i HO)

Como vemos, al igual que el vector posicion, el vector velocidad es una funcién
vectorial del tiempo.

De manera similar a lo realizado en el movimiento en el plano también podemos
definir el vector aceleracion para el movimiento tridimensional como

lim A_ﬁ_ lim  v(t+Ar)—v ()
At—=>0Ar Ar—0 At

_ dl|dr d*r
a=—|—1»=
dt| dt | dr*

Si el vector posicién 7 estd expresado en término de sus coordenadas cartesianas,

~ dv
a=—-=
dt

F=xi+y]+ 2k , resulta

_odv, . dv, o dv. ~ dldxs dy 5 d7 -
a= i+ Jr—Yk=—|—i+— +—k
dt dt dt dt| dt dt dt
2 2 2
g=9p, 4y 5,42
dt dt dt
dv, d°x dv, d’y dv, d’z
ax = = 2 ; ay = = 2 y Z = :_2
dt dt dt dt dt dt

ﬁ:axf+ay.}+a k

Sabemos que podemos expresar a un vector como un escalar multiplicado por un
versor; y en el caso particular de la velocidad podemos escribir v(7) = v(z).v(¢) . Si tanto
el médulo como la direccidn de la velocidad pueden variar con el tiempo tenemos:

Lo dv _dyo
an="r=— [v()5(1)]

_o_dv(t) . dv(t)
a(t) = —dt V() + v(t).—dt
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Vemos que esta expresion de la aceleracion contiene las dos componentes que ya hemos
identificado en el caso de movimiento bidimensional.

a=d,+a,

_ _ d R

a, (1) =, (1) = ;(;) 50)
dav(t)

a,(t)y=a,(t)=v(). "

Entonces podemos expresar al vector aceleracién en término de dos componentes cuyos
efectos sobre el vector velocidad estdn bien diferenciados, la aceleracion tangencial
(a, ) responsable de modificar el moédulo del vector velocidad y la aceleracion normal

(a, ) responsable de modificar la direccion del vector velocidad.

Sistema de coordenadas cilindrico y esférico

Hasta ahora hemos analizado el movimiento tridimensional descripto en un
sistema de coordenadas cartesiano. Sin embargo hay ciertos movimientos que, por su
simetria particular, es mds simple su descripciéon desde otro tipo de sistema de
coordenadas diferente al cartesiano. Esto es similar a lo que ocurre en la descripcion de
un movimiento circular en el plano, el cual es mas simple analizar utilizando un sistema
de coordenadas polares. Existen muchos sistemas de coordenadas posibles pero
analizaremos sdlo dos, el cilindrico y el esférico.

a) Sistema de coordenadas cilindrico:

Este sistema utiliza un sistema de coordenadas polares para ubicar un punto en el
plano e incorpora un eje z para determinar la altura del punto respecto a un plano de
referencia. Para definir la posiciéon de un punto en el espacio en un sistema de
coordenadas cartesianas se debe especificar los valores de la terna (x,y,z) mientras que
en coordenadas cilindricas los de la terna (p, 6.z)

A

7 1<

(x,y,z)

~

“w (p6z)

v

La relacidén entre el sistema de coordenadas cartesianos y cilindrico es
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p=Ax>+y’ x = p-cos(d)
0 =arctg(ylx) y=p-sen(f)
7=z (p=0 0<6<27)

Para calcular la velocidad y aceleracion en coordenadas cilindricas debemos
tener en cuenta que los versores en las direcciones py @son funciones del tiempo.

A

. dup dg N A A .
Sabiendo que = T i, =0-u,,lavelocidad resulta

V=peil,+pQ-i,+ik

Si derivamos nuevamente respecto al tiempo podemos obtener la expresion para
el vector aceleracion

_dp . . di, dp . . do . - dit, di »
a=— U, +p ——+—-0-id,+p-—-,+p-0-—+—-k
a TP T a A A
i, do . - . .
Como ? = _E U, = -0-i , lenemos que la expresion para el vector aceleracion es

G=pi,+2p- 0y +p-Giy—p-6° i, +5k

i=(p-—p-62)i,+(2-p-6+p-6)a,+%k

Veamos la descripcion de algunos movimientos en un sistema de coordenadas
cilindrico:

a) Supongamos que las funciones de movimiento son:

En coordenadas cilindricas: En coordenadas cartesinas
r(t)=5m x(t) =5m.cos(2s™" 1)
O(r)=2s"1 y(t) =5Sm.sen(2s™ 1)

m
2 =05"1 20 =050

K K

Como vemos la expresion de las funciones de movimiento es mds simple en un sistema
de coordenadas cilindrico que en coordenadas cartesianas. En la figura se muestra la
trayectoria correspondiente a este movimiento.
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Z[m]
o_.mw#‘“m\‘m

¥ iy

b) Si las funciones de movimiento son:

En coordenadas cilindricas:

En coordenadas cartesinas

rt) =521
R)
6(t)=2s"t

1) =052 ;
S

x(t) =52 £.cos(2s7 1)
s

y(t) = 5E t.sen(2s™' 1)
S

20 =052
S

La trayectoria del movimiento seria la mostrada en la figura de abajo

Z[m]

b) Sistema de coordenadas esférico:
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En el sistema de coordenadas polares para determinar la ubicacién de un punto
en el espacio se debe especificar la terna de valores (p, 6,¢) que corresponden a las
coordenadas mostradas en la figura

(x.y,2)
(p.69)

< Vv

La relacién entre el sistema de coordenadas cartesianos y esférico es

pP=Ax"+y +2° x= p-sen(6)-cos(®)
O=arctg(\Jx* +y>/z) y=p-sen(B)- sen(¢)
P =arctg(y/x) 7= p-cos(f)

020 oses% 0<p<2r

El vector posicion en coordenadas esféricas es
F=p-u

P

Para obtener el vector velocidad debemos derivar el vector posicion respecto al tiempo
y resulta

_ dp . di,,
V=—"u,+p —=
a TP
di . .
en coordenadas esféricas d—pz%e-ﬁ0+sen9-%-ﬁ¢:9-126+sen6’-¢-12¢ , la
t t t

velocidad resulta

<

=p~ﬁp+p~9'ﬁ9+p-sen9~¢5'ﬁ¢

Si derivamos nuevamente respecto al tiempo podemos obtener la expresion para
el vector aceleracion en coordenadas esféricas
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_ dp . . di, dp . . dé . . di, dp .
a:—-up+p-7tp+z‘9‘u9+p‘z-u9+p‘0-7:+z‘sen(9)‘¢‘u¢+

A

de . . dg . di,
,0'003(6’)‘E‘¢5-M¢%-/f)‘senﬂ-z-qu-|r/o.sen(¢9).¢.7

dii dg . do A A
7;’:—E‘up+cos(67)‘z-u¢:—G-Mp+cos(t9)‘¢‘u¢j

dii .
% - —% sen(8)-i, — % c08(8) 11, = —¢- (sen(6) -2, +cos(6)-i,)

el vector aceleracion es

(Zo-ﬁp+p-(9~ﬁ9+sen0-¢3-ﬁ¢)+ip~9-ﬁg+p-cfie-ﬁg+p-9-(—9-ﬁp +cos(8)-9-i,)
t t t

a=

+Cf£-sen(t9)~¢~ﬁ¢+p-cos(t9)-65;-;5-@+p~sen9~6Z~ﬁ¢—p~sen(0)-¢2~(sen(t9)-ﬁp +cos(t9)~ﬁ9)

Separando en cada una de las componentes resulta
ﬁz(ﬁ—pﬂz —p'sen2(€)~¢52)~ﬁp +(2'/)~6"+p'é—p-sen(t9)~cos(6’)~¢52)~ﬁ9 +

(2~/)'sen(9)~¢5+2~p-cos(t9)~¢5~9+p'sen(9)~¢'5)-ﬁ¢

Veamos unos ejemplos simples de movimientos de cuerpos puntuales descriptos
en un sistema de coordenadas esférico:

a) Si las funciones de movimiento son

En coordenadas esférico: En coordenadas cartesinas
r(t)=2m x(t) =2m-sen(3s'1)-cos(2s ' 1)
O(t)=3s"1 y(t)=2m-sen(3s"t)-sen(2s7 1)
dt)y=4s"1

2(t) =2m-cos(3s ' .t)

el grafico de la trayectoria es

Z[m]




b) Supongamos ahora que todas las funciones de movimiento en coordenadas esféricas
son funciones lineales del tiempo

En coordenadas esférico: En coordenadas cartesinas

rn=3"1 20y =3" 1 sen(557 1) cos(257 1)
s s
_ -1
) =>5s"1 y(t) = 3ﬂ t-sen(S5s7' 1) -sen(2s7' 1)
Pt)y=2s"1 s

20 =32 ¢ cos(557 1)
s

la trayectoria es:

Z[m]

Como vemos funciones de movimiento muy simples en coordenadas esféricas
corresponden a la descripcién de movimientos complejos.
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