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INTRODUCCION
Entre quienes se inician en el estudio de la Matemática es conocida la

expresión:”derivar es una técnica , integrar es un arte ”.
No puede negarse que tal afirmación se aproxima a la realidad en tanto

y en cuanto sólo conozcamos una manera de derivar,y en consecuencia, de
integrar.

El estudio de la Geometŕia Diferencial incorpora,casi automáticamente,el
enunciado:

”Sea M una variedad diferenciable con una conexión af́in ∇”, y esta
conexión es tan parecida a la derivada direccional de Rn,que la aceptamos
sin dificultad ni cuestionamiento alguno.

Dar una conexión a una variedad es dar una manera de derivar en ella.
A lo largo de estas notas intentaremos ver que significan los conceptos

involucrados en esa afirmación.
El material aqúi presentado es el resultado de diversos cursosdictados

sobre este tema en los cuales se han citado textos como [1], [2],[4], y han
sido recopilados con la intención de dar al lector una śintesis del camino
introductorio al estudio de la Teoŕia de Conexiones.

En lo que sigue supondremos que el lector tiene conocimientos básicos de
Teoŕia de Grupos, Topoloǵia y Geometŕia Diferencial.

No obstante, daremos algunas definiciones básicas con la intención de ser
consistentes y unificar notación.
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Caṕıtulo 1

Variedades diferenciales

1.1 Variedades en Rn

Una superficie S ⊂ R3 se llama regular si para cada punto p ∈ S, existe un
entorno V de ese punto en R3 y una aplicación f , definida en un abierto
U ,tal que satisface :

f : U ⊂ R2 → V ∩ S ⊂ R3

a) f es diferenciable
b) f es homeomorfismo
c) para cada q ∈ U , dfq es uno a uno (condición de regularidad).
A la función f se la llama parametrización y a V ∩S , entorno coordenado.

f (u, v) = (x (u, v) , y (u, v) , z (u, v))

Las funciones x, y, z son diferenciables en u, v.
Las curvas f (u, v0), f (u0, v) , con u0, v0 constantes,se llaman curvas co-

ordenadas. Por la condición de regularidad se tiene que por cada punto p de
la superficie pasa un único plano tangente TpS (notado también Sp), cuya
base asociada a la parametrización f es {fu, fv} .

Dado v vector tangente a S en p, ∃ α : (−ε, ε) → S tal que α (0) = p
, α′ (0) = v.

Estas breves ĺineas sobre superficies regulares tiene como objetivo ser
introductorias al concepto de variedad diferenciable

Sea M un conjunto.
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Definición 1.1.1 Un n-par coordenado sobre M en un par (U, φ), formado
por un subconjunto U de M y una aplicación φ uno a uno de U sobre un
conjunto abierto de Rn.

Un n-par coordenado (U, φ) está Cr-relacionado con otro par (V, θ) si las
aplicaciones φ ◦ θ−1 y θ ◦ φ−1 son Cr en todo lugar donde estén definidas.

Definición 1.1.2 Un Cr n-subatlas sobre M es una colección de n-pares co-
ordenados (Uh, φh), cada uno de los cuales está Cr relacionados con otro
miembro de la colección y

⋃
h

Uh = M.

Una tal colección maximal Λ se llama un Cr-atlas. Sean M y M ′ dos
variedades diferenciables de clase Cr y dimensiones n y m respectivamente.

Definición 1.1.3 Una aplicación φ : M → M ′ se dice de clase Cr si para
todos los pares coordenados (Uα, φα) de M y los (U ′

β, φ′β) de M ′ tales que
φ (Uα) ⊂ U ′

β se cumple que

φ′β ◦ φ ◦ φ−1
α : φα (Uα) → φ′β (φ (Uα))

son de clase Cr.

1.2 Espacio tangente

Sean p y v un punto y un vector en Rn , respectivamente.Y sea α : (−ε, ε) →
Rn una curva diferenciable con α (0) = p y α′ (0) = v.

α (t) = (x1 (t) , x2 (t) , ..., xn (t))

Sea f una función definida en un entorno de p. Restringiendo f a la curva
α, escribimos la derivada direccional respecto del vector v ∈ Rn como

d (f ◦ α)

dt
(0) =

(
n∑

i=1

df

dxi

dxi

dt

)
(0) =

=
n∑

i=1

x′i (0)
df

dxi

=

[
n∑

i=1

x′i (0)
∂

∂xi

]
(f)

La derivada direccional según un vector v ∈ Rn es un operador sobre
funciones diferenciables que depende exclusivamente de v.

Sea M variedad diferenciable.
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Definición 1.2.1 Una aplicación direnciable α : (−ε, ε) → M es llamada
una curva (diferenciable) en M .

Sea D (p) = {funciones diferenciables en p ∈ M} El vector tangente a la
curva α en t = 0 es una función α′ (0) : D → R dada por

α′ (0) f =
d (f ◦ α)

dt
(0)

con f ∈ D.
Un vector tangente en p es un vector tangente en t = 0 de alguna curva

α : (−ε, ε) → M con α (0) = p.
Si dimM =n y g : U ⊂ Rn → M parametrización con p = g (0).

g (q) = (x1, x2, ..., xn) , q ∈ U

f ◦ g (p) = f (x1, x2, ..., xn)

α (t) = (x1 (t) , ..., xn (t))

Por lo tanto, el vector α′ (0) en términos de la parametrización g se ex-
presa

Xp = α′ (0) =
n∑

i=1

x′i (0)

(
∂

∂xi

)

p

Definición 1.2.2 Se llama vector tangente a M en p a toda aplicación X :
D → R tal que:

a) es lineal, es decir, ∀a, b ∈ R, ∀f, g ∈ D

X (af + bg) = aX (f) + bX (g)

b) es una derivación, es decir, ∀f, g ∈ D

X (fg) = X (f) g + fX (g)

Definición 1.2.3 Si X,Y ∈ TpM,λ ∈ R, definimos:
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(X + Y ) f = Xf + Y f

(λX) f = λ (Xf)

Por lo tanto, TpM forma un espacio vectorial que se llama espacio vecto-
rial tangente a M en p.

La dimensión de TpM es la misma que la de M .
Todo lo que antecede es válido para variedades diferenciales de dimensión

finita, como puede verse en [5].
Si x1, ..., xn es un sistema coordenado alrededor de un punto m ∈ M y

dim M = n.
Supongamos que xi (m) = 0 ∀i = 1, ..., n. Entonces para cada f ∈ D (m),

existen n funciones fi ∈ D (m) con fi =
(

∂f
∂xi

)
m

y

f = f (m) +
n∑

i=1

fixi

Teorema 1.2.4 Sea M una variedad diferenciable n-dimensional y sea x1, ..., xn

un sistema coordenado de un entorno de m ∈ M . Entonces, si X ∈ TM

X =
n∑

i=1

(Xxi)

(
∂

∂xi

)

m

Teorema 1.2.5 y los vectores tangentes a las funciones coordenadas forman
una base de TM , el cual tiene dimensión n.

Observación : Si M es de clase Cr, con r finito, la definición no sirve.
La dificultad proviene de que se deben tomar funciones Cr, es decir, Dr

y no bastan las condiciones de linealidad y derivación para asegurar que el
espacio vectorial de los vectores tangentes es de dimensión n.

1.3 Espacio tangente dual

M ′
p espacio dual de M (espacio tangente a M en p) está formado por covec-

tores.
En otras palabras, cada covector es una aplicación lineal de Mp en R.
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Si {X1, ..., Xn} es una base de Mp, con Xi : D (p) → R, ∀i = 1, ..., n,
queremos construir la base dual de {Xi}n

i=1 que notaremos {Φ1, ..., Φn}:

Φj (Xk) = δj
k =

{
1 si j = k
0 si j 6= k

si Φ ∈ M ′
p, entonces Φ =

n∑
i=1

uiΦ
i, y por linealidad

Φ (Xh) =
n∑

i=1

uiΦ
i (Xh) =

n∑
i=1

uiδ
i
h = uh

Φ =
n∑

i=1

Φi (Xi) Φi

1.4 Diferencial de una función

Definición 1.4.1 Sea f ∈ D (p), el vector (df)p definido en p por la relación

(df)p X = Xpf

Definición 1.4.2 Se llama diferencial de f en p.

Si (xi) es un sistema de coordenadas locales alrededor de p

(dxi)p X = Xp (xi) = Φi (X)

entonces culquier covector Φ puede escribirse como

Φ =
n∑

i=1

ui (dxi)p

o sea,
{

(dxi)p

}
forman una base de M∗

p .

Sean M, N variedades diferenciables, m ∈ M y Ψ : M → N .
La diferencial de Ψ en m es una aplicación lineal
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dΨ : Mm → NΨ(m)

dada por: si v ∈ Mm entonces dΨ (v) es un vector tangente en Ψ (m) tal
que sobre las funciones opera de la siguiente manera:

sea g una función diferenciable en un entorno de Ψ (m), definimos

dΨ (v) (g) = v (g ◦Ψ)

La aplicación dual δΨ : N∗
Ψ(m) → M∗

m se define por

δΨ (w) (v) = w (dΨ (v))

para w ∈ N∗
Ψ(m) y v ∈ Mm.

Si (dΨ)m es suryectiva (inyectiva) entonces (δΨ)Ψ(m) es inyectiva (suryec-
tiva).

1.5 Fibrado tangente y cotangente

Sea M una variedad diferenciable con {(Uα, ϕα)} su atlas. Sean

T (M) =
⋃

p∈M

Tp =
⋃

p∈M

Mp fibrado tangente

T ∗ (M) =
⋃

p∈M

T ∗
p =

⋃
p∈M

M∗
p fibrado cotangente

tenemos

π : T (M) → M / π (v) = m si v ∈ Tm

π∗ : T ∗ (M) → M / π∗ (τ) = m si τ ∈ M∗
m

Sea (U,ϕ) una carta local, con x1, ..., xn funciones coordenadas.
Definimos ϕ̃ : π−1 (U) → R2n por

ϕ̃ (v) = (x1 (π (v)) , ..., xn (π (v)) , dx1 (v) , ..., dxn (v))

ϕ̃∗ (τ) = (x1 (π∗ (τ)) , ..., xn (π∗ (τ)) , τ(
∂

∂x1

), ..., τ(
∂

∂xn

))

9



∀v ∈ π−1 (U) , τ ∈ π∗−1 (U) .
ϕ̃ : TU → X (U)×Rn ⊆ R2n es biyectiva:
ϕ̃ (z) = ϕ̃ (z′) si y sólo si xi (π (z)) = xi (π (z′)) y dxi (z) = dxi (z

′) si y
sólo si z, z′ ∈ Mπ(z)

Análogamente ϕ̃∗.
Ahora, {π−1 (U) , ϕ̃} y {π∗−1 (U) , ϕ̃∗} son atlas de T (M) y de T ∗(M)

respectivamente.
Sea X un campo vectorial, entonces X es una aplicación de F en F ,

donde F es el álgebra de funciones diferenciables sobre M a valores en R.
Si p ∈ M

X(f.g) = (Xf) .g + f.(Xg)

Xp(f.g) = Xpf.g(p) + f(p).Xp(g)

Se dice que X es diferenciable en p si ∀f ∈ F, Xf es diferenciable respecto
de p.

Definición 1.5.1 Mnse dice completamente paralelizable si existen n cam-
pos

vectoriales diferenciables X1, ..., Xn tales que en cada punto
de la variedad {X1(p), ..., Xn(p)} son linealmente independientes.

Definición 1.5.2 Sean V, V ′ ⊂ M abiertos; Φ : V → V ′ diferenciable se
dice regular (o regular en cada punto de V ) si su diferencial dΦ, o Φ′, es uno
a uno.

Sea M una variedad diferenciable.

Definición 1.5.3 M ′ ⊂ M se dice una subvariedad de M si posee una es-
tructura diferenciable y si i : M ′ → M es diferenciable y regular.

1) dim M ′ ≤ dim M
2) La topoloǵia de M ′ no necesariamente es la topoloǵia inducida por M.
Si M ′es abierto de M,M ′ puede tomar la estructura diferenciable natu-

ralmente de la de M , por lo tanto M ′ es una subvariedad abierta de M .
3) Si Φ es un difeomorfismo (transformación diferenciable) sobre una var-

iedad M, Φ induce un automorfismo Φ∗ del álgebra de las funciones diferen-
ciables sobre la variedad.

Es decir, si f ∈ F, Φ∗ (f) ∈ F , este automorfismo está definido por:
Φ∗ (f) (p) = f(Φ−1(p)).
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(dφX) (φ∗f) = φ∗ (Xf)

Más generalmente, si φ : V → V ′ es una aplicación diferenciable X,X ′

campos vectoriales diferenciables a V y V ′ respectivamente, tal que φ′Xp =
X ′

φ(p) con p ∈ V , entonces X y X ′ están φ relacionadas.

Definición 1.5.4 Dada M variedad diferenciable con espacio tangente TpM .
Se llama distribución 4 de dimensión r de M a una aplicación de M en TpM
que aplica a cada p ∈ M , 4p ⊂ TpM subespacio de dimensión r ≤ n.

Definición 1.5.5 4 se dice diferenciable si para cada punto p ∈ M , tiene
un entorno U de p y r campos vectoriales diferenciables X1, ..., Xr sobre U
tales que para cada q ∈ U , {(X1)q , ..., (Xr)q} forman base de 4q.

Rećiprocamente, un campo vectorial diferenciable definido sobre un abier-
to U se dice perteneciente a la distribución 4. Entre los campos X,Y , existe
la operación [X,Y ] (corchete o derivada de Lie) definido, para todo f ∈ F
por

[X, Y ] f = X (Y f)− Y (Xf)

Si X, Y ∈ 4 entonces [X, Y ] ∈ 4, entonces se dice que 4 es involutiva.

Proposición 1.5.6 4 es involutiva si y sólo si [Xi, Xj] ∈ 4 para cada q ∈
U.

Definición 1.5.7 Una subvariedad conexa M ′ se dice variedad integral de
una distribución 4 si 4p ≡ TpM

′ para cada p ∈ M ′ .

Definición 1.5.8 Se dice variedad integral maximal de 4 si cualquier var-
iedad integral que contenga a M ′ coincide con M ′.

Teorema 1.5.9 (Frobenius) Sea 4 una distribución involutiva diferenciable
de una cierta variedad M ,entonces por cada punto p ∈ M pasa una var-
iedad integral maximal 4,que llamaremos M(p). Además,cualquier variedad
integral conteniendo a p es una subvariedad abierta de M(p).

Demostración : Recomendamos la versión de [4].

Definición 1.5.10 Llamaremos Ξ (M) a la totalidad de campos vectoriales
diferenciables sobre M
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Propiedades:
1) Ξ tiene estructura de R-espacio vectorial.
2) Ξ es F -módulo: si f ∈ F, X ∈ Ξ entonces
(fX) (g) = f(Xg),
es decir (fX)p (g) = f(p)Xpg.
3) Ξ tiene estructura de un álgebra (de Lie) (sobre R) :
es decir, además de 1)

[, ] satisface





es anticonmutativo: [X, Y ] = − [Y, X]
es bilineal

identidad de Jacobi

[[X,Y ] , Z] + [[Y, Z] , X] + [[Z, X] , Y ] = 0
Las estructuras algebraicas se vinculan entre śı por la fórmula

[fX, gY ] = fg [X, Y ] + f(Xg )Y − g (Y f) X

para X, Y ∈ Ξ, f, g ∈ F.
El [,] =0 se interpreta como igualdad de las derivadas sucesivas.
Sea φ : V → V difeomorfismo (o transformación diferenciable).

φ′ : Ξ (V ) → Ξ (V )

su relación con las estructura algebraica es la siguiente:
1) φ′ (ó dφ) es una transformación lineal del espacio vectorial Ξ.
2) Para cada f ∈ F , X ∈ Ξ, φ′ (fX) = (φ∗f) (φ′X).
3) φ′ es un automorfismo del álgebra de Lie Ξ (V )

[φ′X, φ′Y ] = φ′ [X, Y ]

Existen transformaciones diferenciables ( difeomorfismos)
especiales que dan campos vectoriales diferenciables especiales.

1.6 Grupo monoparamétrico

Definición 1.6.1 Sea t ∈ R. Un grupo monoparamétrico de difeomorfismo
de V está formado por transformaciones diferenciables de V que satisfacen:

1) para cada t, φt es un difeomorfismo.
2) (t, p) ∈ R× V 7→ Φt(p) es una aplicación diferenciable
(en t y en p).Fijado t, Φt(p) son las órbitas de φt.
3) Si t, s ∈ R, φt+s = φt ◦ φs.
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Ejemplo 1.6.2




cos t sin t 0
− sin t cos t 0

0 0 et


 subgrupo monoparamétrico de Gl (3, R) .

Queda como ejercicio , su verificación.
Dado un grupo monoparamétrico de difeomorfismos de V, φt, podemos

definir un campo vectorial de X, de la siguiente manera: para cada f ∈ F
(si φ0(p) = p)

(Xf) (p) = lim
t→0

1

t
{f(φt(p))− f(p)}

Observación: El ĺimite siempre existe por que φt(p) es diferenciable en t
y en p.

Verificar que es campo vectorial diferenciable.
Notación: Xp = lim

t→0

1
t
{φt(p)− p}

Definición 1.6.3 Se dice que f ∈ F es invariante por φt si Xf = 0 , o sea
f ∈ F es invariante si y sólo si es constante en la órbita de φt

Rećiprocamente, dado X ∈ Ξ, no necesariamente existe φt de V que
induce el campo X.

Pero , si existe localmente para cada punto p ∈ V, φt se llama grupo local
monoparamétrico de difeomorfismos.

Es decir, para cada punto p existen U = U(p) y ε > 0 (el mismo ∀p) y
φt, (transformación diferencial local) para t ∈ (−ε, ε), que satisface:

1) Para cada t, |t| < ε, φt es difeomorfismo de U en φt (U).
2) (t, p) 7−→ φt(p) es aplicación diferenciable.
3) |t| < ε, |s| < ε y |s + t| < ε y si φt(q) ∈ U, q ∈ U
entonces φs+t.q = φt ◦ φsq, ∀q ∈ U . e induce X en el siguiente sentido:

Xq = lim
t→0

1

t
{φt(q)− q}

Se prueba la existencia y unicidad de φt a partir de la existencia y unicidad
de soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciables

Se dice que el campo X genera el grupo monoparamétrico local de difeo-
morfismos φt en entorno de p

Si en particular , X es inducido por un grupo monoparámétrico de difeo-
morfismos de V , entonces decimos que X genera un grupo global monoparamétrico
de difeomorfismos.
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A veces se dice que X es completo.
Por lo tanto, X es completo si los φt generados por X son tales que: φt(p)

está definido ∀p ∈ V y para |t| ≤ ε, (ε es el mismo ∀p).

Proposición 1.6.4 Sea X ∈ Ξ (V ) , X es completo si V es compacto.

En lo que sigue estudiaremos las propiedades de X por las transforma-
ciones locales generadas por X , y viceversa. Para abreviar diremos que X
genera φt ,o φt induce X sin explicitar dominios de existencia.

Lema 1.6.5 Sea φ un difeomorfismo. Si X es un campo (sobre la variedad
) que genera φt entonces φ′X genera φ ◦ φt ◦ φ−1.

Demostración:
Por definición,
(φ′X) f = (Xf (φ)) φ−1 = lim

t→0

1
t
{f ◦ φ (φt)− f ◦ φ} ◦ φ−1 =

lim
t→0

1
t

{
f ◦ φ (φt) φ−1 − f ◦ φ ◦ φ−1

}
=

=lim
t→0

1
t

{
f ◦ [

φ ◦ φt ◦ φ−1
]− f

}

si y solo si φ′X es el generado por el grupo monoparamétrico φ ◦φt ◦φ−1.

Definición 1.6.6 Decimos que X ∈ Ξ es invariante por φ si φ′X = X.

Entonces φ ◦ φt ◦ φ−1 = φt si y sólo si φt conmuta con φ. Aśi, X es
invariante por φ si y solo si φ conmuta con cada φt.

Lema 1.6.7 Si f (t) es diferenciable en un entorno de cero en R tal que
f (0) = 0,entonces existe una función diferenciable g (t) definida en el mismo
intervalo tal que f (t) = t.g (t) y

g (0) = f ′ (0) , (f ′ = df
dt

).

Demostración: Basta verificar que g (t) =
1∫
0

f ′ (t.s) ds.

Generalizando este resultado:

Lema 1.6.8 Si f(t, p) es diferenciable sobre U×V, donde U es un entorno de
0 ∈ R y V es una variedad diferenciable (o entorno de p) tal que f(0, p) = 0
para cada p ∈ V ⊂ M , entonces existe

una función diferenciable g(t, p) sobre U × V tal que:
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{
f(t, p) = t.g(t, p)

g(0, p) = (∂f
∂t

)(0, p)
∀p ∈ V

Usando este resultado probamos

Lema 1.6.9 Sea X ∈ Ξ (V ) que genera φt. Para cada función f ∈ F , existe
una función diferenciable gtp() = g(t, p) sobre U ×V tal que f ◦ gt = f + t.gt

y g0 = Xf sobre V .

Demostración: Tomamos f(t, p) = f(φt(p))− f(p).
Por el Lema anterior, existe una función diferenciable g(t, p) tal que

f(t, p) = t.g(t, p) y (∂f
∂t

)(0, p) = g(0, p).Entonces f.φt − f = tgt y g0(p) =

g(0, p) = (∂f
∂t

)(0, p)

Ahora, (∂f
∂t

)(0, p) =
{

lim
t→0

1
t
[f ◦ φt − f ]

}
(0, p) = g0(p) = (Xf) (p).

En lo que sigue daremos una interpretación al [X, Y ].

Proposición 1.6.10 Sean φt, ψt grupos locales monoparamétricos de difeo-
morfismos generados por X e Y respectivamente. Entonces:

[X, Y ] = lim
t→0

1

t
[Y − φ′tY ]

Demostración: Sea f ∈ F ; existe una familia de funciones diferenciables
gt sobre V satisfacen:

f ◦ φt = f + t.gt

g0 = Xf

Entonces tenemos
(φ′t ◦ Y )p f = Y (f ◦ φt) φ−1

t (p) = (Y f) φ−1
t (p) + t.Y (gt)φ

−1
t (p)

Y , lim
t→0

1
t
{Y − φ′tY } (p) (f) = lim

t→0

1
t
{Y f − (φ′tY ) f} (p) = lim

t→0

1
t

{
Y (f) (p)− (Y f) (φ−1

t (p))− t.Y (gt)φ
−1
t (p)

}
=

=lim
t→0

1
t

{
Y (f) (p)− Y (f) (φ−1

t (p))
}−lim

t→0

1
t

{
t.Y (gt)φ

−1
t (p)

}
= Xp (Y (f))−

Ypg0 = Xp (Y f)− Yp (Xf)

Proposición 1.6.11 Sean φt, ψt como en el teorema, entonces [X, Y ] = 0
si y sólo si φt conmuta con ψt.

Demostración: Si φt, y ψt conmutan,entonces Y es invariante por cada
φt.

Entonces φ,
tY = Y,entonces [X,Y ] = 0

Reciprocamente, Si [X,Y ] = 0 entonces Y = φ,
tY, o sea Y es invariante

por φt.
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1.7 Formas diferenciables

Sea Mn variedad diferenciable de dimensión n, definimos una forma diferen-
ciable o 1-forma sobre M

w : Ξ → F / X 7→ w (X)

tal que ∀f, g ∈ F

w(fX + gY ) = fw (X) + gw (Y ) .

Dadas dos 1-formas w1, w2 se define

(w1 + w2) (X) = w1 (X) + w2 (X)

(f.wi) (X) = f.wi (X)

Con estas definiciones, las 1-formas tienen estructura de F -módulo.

Proposición 1.7.1 Si w es una 1-forma y X ∈ Ξ que se anula en U abierto
de M , entonces w (X) se anula en el mismo entorno .

Demostración: Si p ∈ U, f =

{
0 si p ∈ U
1 si p /∈ U

fX =

{
0 si p ∈ U

Xp si p /∈ U
fX = X

w (X) = w (fX) = f.w (X) = 0 se anula en p.
Sea U un entorno coordenado, u1, ..., un funciones coordenadas, entonces

du1, ..., dun son n 1-formas definidas por

dui(
∂

∂uj
) = δi

j (?)

Toda 1-forma w sobre U puede ser expresada como:

w =
n∑

i=1

widui =
n∑

i=1

ϕidwi
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donde las ϕi son funciones diferenciables en U , ϕi = w( ∂
∂ui ) y w (X)p =∑

ϕi(p)dui (X)p , con (?)
Esta expresión es única, depende sólo de Xp.
Entonces el valor en p de w(X) depende de Xp, y junto con (?) , podemos

decir que las 1-formas son elementos del dual de Tp.Dicho de otro modo
du1, ..., dun son base del T ∗

p M.
Si f ∈ F son llamadas 0-formas, y df como una 1-forma w tal que

w (X) = df (X) = Xf

∀X ∈ Ξ.
Una r-forma w sobre M es una aplicación diferenciable sobre Ξ×...×Ξ →

F tal que (X1, ..., Xr) 7→ w (X1, ..., Xr)
1) w (X1, ..., Xr) es alternado (o sea, si s es una permutación de (1, ..., r),

entonces w(Xs(1), ..., Xs(r)) = sg (s) .w (X1, ..., Xr) para las 1-formas

w1 ∧ w2 = −w2 ∧ w1

2) w (X1, ..., Xr) es r-multilineal.
Llamaremos Dr a la totalidad de las r-formas diferenciables sobre la var-

iedad.
Entonces

w1 + w2 ∈ Dr,∀w1, w2 ∈ Dr

f.w ∈ Dr si f ∈ D0

Dr ≡ 0 si r > n.

D =
n⊕

r=0

Dr (suma directa porque
⋂

Dr = {0})

1.8 Producto exterior

Sea w1∧w2 ∈ Dr+s definido por w1∧w2 (X1, ..., Xr+s) = w1 (X1, ..., Xr) .w2 (Xr+1, ..., Xr+s),
donde w1 ∈ Dr, w2 ∈ Ds, r + s ≤ n.
Si w ∈ Dr, entonces puede ser expresada en términos de las funciones

coordenadas

w =
∑

i(1)<....<i(r)

ϕi(1)...i(r)dui(1) ∧ ... ∧ dui(r),
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con ϕi(1)...i(r) funciones diferenciables en el entorno de U .

Definiremos d, diferencial exterior sobre D =
n⊕

r=0

Dr ,

Definición 1.8.1 1) f ∈ D0 ⊂ F, df es el diferencial de f como función
2) d es lineal y d (Dr) = Dr+s

3) si w1 ∈ Dr, w2 ∈ Ds entonces
d (w1 ∧ w2) = dw1 ∧ w2 + (−1)r dw1 ∧ dw2

Con estas propiedades, el diferencial exterior queda determinado de man-
era única.

Proposición 1.8.2 Sea w una 1-forma sobre M , si X, Y ∈ Ξ (M) , entonces

2 (dw) (X,Y ) = Xw (Y )− Y w (X)− w ([X, Y ])

Proposición 1.8.3 donde X.w(Y ) denota la función obtenida aplicando X
a la función w(Y ),y análogamente Y.w(X).

Demostración: Ambos lados de la igualdad pueden ser considerados una
2-forma.

Aplicando linealidad basta probarla para X = ∂
∂ui , Y = ∂

∂uj , en cualquier
entorno coordenado U ,donde uk, 1 ≤ k ≤ n,son las funciones coordenadas.

Si se satisface para w1, w2, lo hará para w1 + w2 y fwi,
f ∈ F (U).
Aśi, sin pérdida de generalidad podemos suponer que w = duk, y la

ecuación se reduce a
2d

(
duk

)
( ∂

∂ui ,
∂

∂uj ) = ∂
∂ui (duk( ∂

∂uj ))− ∂
∂uj (duk( ∂

∂ui ))− duk[ ∂
∂ui ,

∂
∂uj ]

que es trivial pues ambos lados son iguales a cero.
Sea φ un difeomorfismo sobre M . Entonces φ induce un automorfismo

φ∗sobre D =
r⊕

i=1

Di tal que ”conmuta con d ”, w → φ∗w, en el siguiente

sentido

φ∗w (X1, ..., Xr) = w (φ′X1, ..., φ
′Xr) =

= w (dφX1, ..., dφXr)
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Definición 1.8.4 Sea F un R-espacio vectorial con dim F = s, definimos
una forma F-valuada:

1) 0-formas F-valuadas (son las funciones diferenciables) a una aplicación
diferenciable de la variedad M en F donde arrastramos la estructura difer-
enciable.

2) Una r-forma F-valuada: dados X1, ..., Xr ∈ Ξ × ... × Ξ, definimos w
tal que w (X1, ..., Xr) cumple las condiciones que definen las condiciones con
que definimos las r-formas

R-valuadas.

Más aún, si ξ1, ..., ξs ∈F son tales que la r-forma F-valuada w puede
escribirse

w =
s∑

i=1

wiξi

de manera única, con wi r-formas R-valuadas y {ξi} base,
entonces

dw =
s∑

i=s

dwiξi

es una (r + 1)-forma F-valuada.

Definición 1.8.5 Sean W un R-espacio vectorial y W∗ su dual. Llamare-
mos tensor de tipo (r, s) sobre W, o r-contravariante, s-covariante, a una
aplicación (r + s)-multilineal definida de

W ∗ × ...×W ∗
︸ ︷︷ ︸

s

×W × ...×W︸ ︷︷ ︸
r

→ R.

El conjunto de todos los tensores de tipo (r, s) forman un R-espacio vec-
torial con la suma usual y el producto por escalares.

Otra notación para un tensor de tipo (r, s) es T r
s (W) , o T (r,s).

Ejemplos 1.8.6 T (0,1) = T0 ≡W ; T (1,0) = T 0
1 ≡W∗

Proposición 1.8.7 T s,0 es isomorfo al espacio vectorial de las transforma-
ciones multilineales de W en W.
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Es decir, T s,0 ∼= {f : W× ...×W → R multilineales}
Demostración: La aplicación que asigna a cada T ∈ L1

s, T̃ ∈ T s,1 (W)
definida por

T̃ (v,X1, ..., Xs) = v (T (X1, ..., Xs))

es un isomorfismo.
Es claramente monomorfismo y por cuestiones de dimensión resultan iso-

morfos. En particular, T (1,1) = T 1
1 = End(W)

Definición 1.8.8 Sea M una variedad diferencial de dimensión n. Un cam-
po tensorial de tipo (r, s) sobre una variedad es una regla que asigna a cada
punto p de la variedad un tensor de tipo (r, s) sobre el espacio vectorial Tp.

Esta aplicación multilineal es diferenciable en p.
Observaciones:
1) Un campo de tipo (0, 0) sobre M es una función T : M → R
2) Un campo de tipo (1, 0) sobre M es un campo de vectores.
3) Un campo de tipo (0, 1) sobre M es una 1-forma.
4) Sabemos que los campos sobre M son F-módulo.
Un campo tensorial de tipo (1, r) sobre M es una aplicación multilineal

de
Ξ× ...× Ξ → Ξ, (Xp

1 , ..., Xp
r ) ∈ Tp × ...× Tp

Proposición 1.8.9 A todo tensor de tipo (1, 1) se le puede asociar un campo
tensorial K tal que K (X) = X si X ∈ Ξ.

Observación : La métrica riemanniana es un campo tensorial de tipo (0, 2)
y satisface:

1) Simetŕıa: g (X,Y ) = g (Y, X) , ∀X, Y ∈ Ξ
2) Definición positiva: g (X, X) ≥ 0 ∀X ∈ Ξ, g (X,X) = 0 si y sólo si

X = 0.

Ejemplo 1.8.10 :En R2, dx2 + dy2 = dx
⊗

dx + dy
⊗

dy( ∂
∂x

, ∂
∂y

)

Observación : Una métrica riemanniana induce un producto interno sobre
cada Tp(M), p∈ M, Si M es 2o axioma se asegura la existencia de métrica
riemanniana (aplicación del teorema de partición de la unidad).

1) y 2) de la definición dicen que g es una pseudo-métrica Riemanniana
en M .
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En otras palabras, g asigna un producto interno gx en cada punto del
espacio tangente Tx, con x ∈ M .

Si (U,X i) es un sistema local de coordenadas entonces las componentes
de g están dadas por

gij = g(
∂

∂xi

,
∂

∂xj

)

o equivalentemente g =
∑
i,j

gijdxi
⊗

dxj

Proposición 1.8.11 En cualquier variedad existe una métrica Riemanni-
ana.

Demostración: Sea M una variedad n-dimensional, {(Uα, ϕα)} atlas co-
ordenado en M . Existe una partición de unidad (Ui, fi) subordinada a Uα.
Como cada Ui ⊂ Uα, ϕi = ϕα /Ui

.
Entonces definimos un campo tensorial 2-covariante en M por

gi (x) (X,Y ) =

{
fi (x) 〈dϕi (x) X, dϕi (x) Y 〉 si x ∈ Ui

0 si x /∈ Ui

∀X,Y ∈ Tx (M) , 〈, 〉 producto interno usual en Rn. Entonces g =
∑
i∈I

gi

es una métrica Riemanniana.

Ejemplos 1.8.12 :

1)M = Rn, ds2 =
n∑

i=1

dx2
i da al espacio euclideano de dimensión n estruc-

tura de variedad Riemanniana.
2)M = {(x, y) ∈ R2 tal que y > 0}, ds2 = dx2+dy2

y2 (métrica no euclideana

de Lobachewski).
Esta variedad es conocida como Semiplano de Poincaré.

Definición 1.8.13 Sean M, N variedades riemannianas. Un difeomorfismo
f : M → N se dice isometría si ∀p ∈ M, ∀X, Y ∈ Mp se verifica

〈X, Y 〉p =
〈
(df)p X, (df)p Y

〉
f(p)

Si la igualdad sólo se satisface para p ∈ U en M , es decir, f : U → f (U),
entonces se dice que f es una isometŕia local.
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Caṕıtulo 2

Grupos de Lie

2.1 Grupos de Lie

Definición 2.1.1 Un grupo de Lie es un grupo G tal que sus elementos son
también puntos de una variedad diferenciable que satisface que la aplicación
G×G → G dada por (x, y) 7→ x.y−1 es diferenciable.

(G×G se considera como una variedad producto (x, y) → xy−1 es lo que
vincula las dos estructuras).

Observaciones:
1- La dimensión del grupo será la dimensión de la variedad diferenciable.
2- Por ser variedad, G es localmente conexo.
Si llamamos Ge a la componente conexa de la identidad, Ge es abierto

y resulta un subgrupo topológico conexo de G. Luego, Ge puede generarse
por cualquier entorno de la identidad, en particular, Ge es, a lo sumo, suma
de una cantidad numerable de conjuntos compactos y satisface el segundo
axioma (por ser abierto hereda todo de la variedad).

3- Si G satisface el segundo axioma, entonces G/Ge tiene , a lo sumo , un
número finito de elementos.

4- Son diferenciables las aplicaciones a → a−1 y (a, b) → a.b.
1)Rm es un grupo de Lie bajo la adición de vectores.
2)Gl (m,R) es un grupo con respecto a la multiplicación de matrices.
3)S1 ⊂ C es un grupo de Lie con la multiplicación de números complejos.

Lema 2.1.2 Si G1 y G2 son dos grupos de Lie, entonces G1 × G2 con el
producto directo tambien lo es.

Es decir, con (a1, b1) · (a2, b2) = (a1a2, b1b2) es un grupo de Lie.
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2.2 Algebra de Lie

Definición 2.2.1 Un álgebra de Lie sobre R es un espacio vectorial g con
una aplicación bilineal [, ] : g × g → g tal que ∀X, Y, Z ∈ g :

1) [X,Y ] = − [Y,X]
2) [[X,Y ] , Z] + [[Y, Z] , X] + [[Z, X] , Y ] = 0

1) Sea M una variedad n-dimensional. Entonces Ξ (M) es un álgebra de
Lie con respecto al corchete de Lie de campos vectoriales.

2) El conjunto Gl (m,R) = Rm×m es un espacio vectorial de dimensión
m2.

Si definimos ∀A,B ∈ Rm×m

[A,B] = AB −BA

entonces (Gl (m, R) , [, ]) es un álgebra de Lie.

Definición 2.2.2 A partir de la aplicación (x, y) → xy−1, quedan definidas
otras dos aplicaciones más: traslaciones a izquierda Lx y traslaciones a
derecha Rx:

Lx : G → G tal que Lx (y) = xy

Rx : G → G tal que Rx (y) = yx

Proposición 2.2.3 Lx y Rx son difeomorfismos.

Demostración: (Lx)
−1 = Lx−1 ya que

((Lx)
−1 ◦ Lx) (y) = x−1xy = y

(Lx ◦ (Lx)
−1) (y) = xx−1y = y

además Lx−1 (y) = x−1y es diferenciable porque x, y pertenecen a un
grupo de Lie.

Definición 2.2.4 Una métrica Riemanniana es invariante a izquierda si Lx

es una isometría,es decir, si ∀x, y ∈ G,X, Y ∈ Gy

〈X, Y 〉y =
〈
(dLx)y X, (dLx)y Y

〉
Lx(y)

Análogamente se define una métrica Riemanniana invariante a derecha.
Observación: Si la métrica es invariante a izquierda y a derecha se dice

métrica bi-invariante.
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Definición 2.2.5 Un campo vectorial X en G se dice invariante a izquierda
si ∀x, y ∈ G

dLx(y)X(y) = X(xy)

Análogamente X se dice invariante a derecha si

dRx(y)X(y) = X(yx)

Proposición 2.2.6 Los campos invariantes a izquierda (derecha) son difer-
enciables

Para introducir en G una métrica invariante a izquierda se toma el pro-
ducto interno 〈, 〉e en Ge, con el elemento neutro de G,y se define ∀x ∈
G,∀X,Y ∈ Gx

〈X,Y 〉x = 〈(dLx−1)x X, (dLx−1)x Y 〉
e

Como Lx−1 es un difeomorfismo, nos queda una métrica Riemanniana in-
variante a izquierda.Es decir que dado un vector tangente Xe, en la identidad
e, se puede obtener el campo de vectores

Xy = dLy (Xe)

que es invariante a izquierda.
Rećiprocamente, todo campo de vectores invariante a izquierda determina

el vector Xe del campo correspondiente al elemento neutro.
Es decir, los campos de vectores invariantes a izquierda de pueden rep-

resentar por los vectores del espacio vectorial tangente en la identidad e, o
sea, Ge.

g es espacio vectorial isomorfo al espacio tangente a G en e, Te(G).
Dado a ∈ Te(G) obtenemos el campo vectorial Xa = dLa(A), a ∈ G,Xa ∈

g y esta correspondencia es isomorfismo de Te(G) en g.
Si X, Y ∈ Ge, podemos obtener dos campos de vectores diferenciables

sobre G y luego calcular [Xx, Yx] , que para x = e nos dará el vector tangente
[X, Y ] ∈ Ge.

De este modo se define en Ge un álgebra de Lie de G.
Con el fin de ver como actúa la diferencial de la traslación respecto del

corchete de Lie presentamos la siguiente
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Proposición 2.2.7 Si X,Y ∈ g, entonces [X, Y ]∈ g.

Demostración :
dLa([X,Y ]) = [dLaX, dLaY ] = [X, Y ]
Veamos la siguiente propiedad:
Si ϕ es un difeomorfismo entre variedades M y N , se puede considerar la

siguiente igualdad como aplicación entre funciones en un entorno de p ∈ M
a valores reales

(dϕ)X(f ◦ ϕ) = X(f ◦ ϕ)

Teniendo esto presente, se obtiene
dϕ [X,Y ] (f) = [X, Y ] (f ◦ ϕ) = XY (f ◦ ϕ)− Y X(f ◦ ϕ) =
=Xdϕ (Y ) (f ◦ ϕ)− Y dϕ (X) (f ◦ ϕ) =
= dϕ (X) dϕ (Y ) (f ◦ ϕ)− dϕ (Y ) dϕ (X) (f ◦ ϕ)
Recordando que las traslaciones a izquierda son difeomorfismos, tenemos

que

dLx [X,Y ] = [(dLx) X, (dLx) Y ]

y por lo tanto si X, Y son campos invariantes a izquierda, entonces el
corchete también lo es.

Aśi con las operaciones de suma, producto por escalar y el corchete, el
conjunto g de campos vectoriales invariantes a izquierda forma un álgebra la
cual es isomorfa a la anterior y nos da otra interpretación del álgebra de Lie
del grupo de Lie G.

La dimensión del álgebra de Lie es la dimensión de Ge y por lo tanto, es
igual a la dimensión de G.

Sea A ∈ g, φt grupo local monoparamétrico de transformaciones gener-
adas por el campo A en un entorno de e.

Por estar en g, A es invariante por Lx ∀x ∈ G entonces φt conmuta con
cada uno de los Lx ,debido a la invariancia .

Aśi A genera un grupo global monoparamétrico.de transformaciones φt

sobre G, el cual conmuta con cada Lx, y que

φt (x) = Rat.x

con x ∈ G, at es la órbita de e por φt.
Además at+s = at.as.
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Como at verifica la propiedad de aditividad ,entonces at es un grupo
monoparamétrico que es en realidad un subgrupo del otro.

Se puede caracterizar a at por ser la única curva en G cuyo vector tangente
es a′t = at.a

′
0, con a0 = e.

Proposición 2.2.8 Una variedad diferenciable M posee una métrica Rie-
manniana.

Demostración: Sea {fα}α∈Λ una partición de la unidad de M subordina-
da al cubrimiento por entornos coordenados {Vα}α∈Λ

Hemos visto que este cubrimiento es localmente finito.
Sobre cada entorno Vα podemos definir una métrica Riemanniana 〈, 〉α (la

inducida por el sistema de coordenadas).
Luego, tomando X,Y ∈ Mp, para p ∈ M , se verifica que

〈X, Y 〉p =
∑
α∈Λ

fα(p) 〈X, Y 〉αp

es una métrica Riemanniana en M .

Definición 2.2.9 G′ ⊂ G es un subgrupo de Lie si es subgrupo de G que al
mismo tiempo es una subvariedad de la variedad diferenciable.

Veamos ahora cuánto hereda la subvariedad como subgrupo de Lie.

Definición 2.2.10 g′ subespacio de g es una subálgebra de Lie de g si está
formada por todos los campos invariantes a izquierda, al cual pertenece el
vector tangente en e ∈ G′.

Rećiprocamente, si g′ es cualquier subálgebra de g,asociamos a cada x ∈ G

g′x = {Ax/A ∈ g′}
donde g′x es el espacio vectorial tangente.
La aplicación x → g′x para cada x es una distribución diferenciable invo-

lutiva. Decimos que la variedad maximal integral de esta distribución que
pasa por e (Frobenius) es un subgrupo de Lie conexo llamado subgrupo de
Lie generado por g′.

Proposición 2.2.11 Sean G grupo de Lie y φ automorfismo de G, entonces
φ induce un automorfismo sobre g: si A ∈ g, φ′A ∈ g. Además, [φ′A, φ′B] =
[A,B] .
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Usando el isomorfismo de álgebras g ∼= Te, tenemos que la (dφ)e induce
un automorfismo en Te y va a verificar que φ (e) = e.

Definición 2.2.12 Si φ es lo que se llama un automorfismo interno x →
axa−1 inducido por a ∈ G, entonces el automorfismo de álgebra inducido por
el automorfismo interno es lo que se denomina adjunta (ad (a)).

Ya que

axa−1 = LaRa−1x

tenemos que la aplicación

G → Aut(g)

a 7−→ ad (a)

( representación adjunta de G en g) verifica ad(a)(B)=Ra−1B, para todo
B ∈ g (perdemos L pues B es invariante a izquierda).

Si ates subgrupo monoparamétrico de G generado por A ∈ g , entonces
[B,A] =limt→0 (1

t
)[ad(a−1

t )B −B] , para todoB ∈ g.

Proposición 2.2.13 Si G′ es un subgrupo de Lie del grupo G y G′ es invari-
ante en G, entonces la subálgebra correspondiente g′es invariante por B →
[B,A] .Se sigue que g′ es un ideal de g por su invariancia.Recíprocamente, si
G es conexo, g′ un ideal de g , genera un subgrupo de Lie G′ conexo invariante
en G (lo construímos mediante el teorema de Frobenius).

Ahora diremos algo sobre formas diferenciales sobre grupos de Lie.

Definición 2.2.14 Una forma es invariante a izquierda si es invariante por
cada La, a ∈ G.

Definición 2.2.15 Llamamos g∗ a un espacio lineal generado por las 1-
formas invariantes a izquierda. g∗ es el dual de g.

Proposición 2.2.16 Sean A ∈ g, w ∈ g∗, w (A) =constante sobre G.

Si w ∈ g∗ ⇒ dw es también invariante a izquierda y satisface la ecuación
de Maurer-Cartan

dw (A,B) = −1

2
w ([A,B])

Demostración: Sigue de la proposición 1.8.2.
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2.3 Grupos de transformaciones

Definición 2.3.1 Sean G grupo de Lie y M una variedad diferenciable. Se
dice G grupo de Lie de transformaciones de M ( o G actúa sobre M difer-
enciable) si:

1) para cada a ∈ G, existe difeomorfismo de M en M tal que p 7→ pa
2) (a, p) ∈ G×M → pa ∈ M, es C∞.
3)a, b ∈ G, p (ab) = (pa)b

De 2) también decimos que G actúa sobre M a derecha.
Además, e identidad en G, Re = ide.

Definición 2.3.2 Un grupo G es efectivo si el neutro es el único elemen-
to que hace que Re actúe como la identidad (también se dice que G actúa
efectivamente).

Definición 2.3.3 Se dice que G actúa sin punto fijo (que no tiene punto
fijo) si pa = p para algún p ∈ M =⇒ a = e.

Supongamos que G es grupo de Lie conexo que actúa diferenciablemente
sobre M, g álgebra de Lie de G, entonces se induce naturalmente un homo-
morfismo g → Ξ (V ), con V subvariedad abierta de M.

Sea A ∈ g (un campo invariante a izquierda en el álgebra) y sea at

subgrupo monoparamétrico generado por A. Entonces Rat es también un
subgrupo monoparamétrico de transformaciones sobre M , éste induce un
campo vectorial A∗ sobre M. at es el φt con x fijo. A∗ ,campo tangente en
un punto, es fijando el punto variando el t, es el campo derivado tangente a
esa curva. entonces tenemos una aplicación

σ : g → Ξ (M)

A 7→ σ (A) = A∗

Queda como ejercicio probar que σ es un homomorfismo de álgebras

Proposición 2.3.4 σ es isomorfismo si G es efectivo sobre M.

Demostración: Si σ(A) = 0 entonces el grupo monoparamétrico de trans-
formaciones Rat es trivial, es decir, que todos son la identidad.

Si G es efectivo, at = e,entonces A=0

Proposición 2.3.5 Si G no tiene punto fijo, entonces cada σ (A), con A ∈
G,A 6= 0,no tiene punto cero (ninguno es cero del álgebra).

Demostración: Se deja como ejercicio.
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Caṕıtulo 3

Haz de Fibrados principales

3.1 Haz de fibrados principales

Sean B una variedad diferenciable y G un grupo de Lie.

Definición 3.1.1 Una variedad diferenciable P es llamada haz de fibrados
principales diferenciable (principal fiber bundles)si :

1) G actúa diferenciablemente sobre la derecha , sin punto fijo, es decir,
(x, a)∈ P ×G → xa = Rax ∈ P
2) B es espacio cociente de P por la relación de equivalencia inducida

por G y la proyección canónica π : P → B es diferenciable.
3) P es localmente trivial, o sea, para cada u∈ B hay un entorno U tal

que π−1(U) es isomorfo con UxG en el sentido:
x ∈ π−1(U) → (π(x), Φ(x)) ∈ UxG es isomorfismo diferenciable tal que

Φ(xa) = Φ(x)a para cada a∈ G.

B es llamado base de P, G grupo estructural ,y P (B, G) haz de fibrados
principales (h.f.p.).

Podemos considerar la variedad producto BxG como un haz de fibrados
principales tomando:G actuando sobre BxG mediante (u, a)b = (u, ab)

Aśı, P (BxG, G) es haz de fibrados principales trivial.
Nuevamente , sea P (B,G) un h.f.p.

Definición 3.1.2 Para cada u ∈ B, π−1(u) es subvariedad cerrada de P la
cual es diferenciablemente isomorfa a G. Se llama fibra sobre u.

Para cualquier x ∈ P, la fibra a través de x es la fibra sobre u = π(x).
Si V es subvariedad abierta de B, π−1(V ) es subvariedad abierta de P

sobre la cual G actúa sin punto fijo y la cual es h.f.p. diferenciable sobre la
baseV .
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Sea {Uα} un cubrimiento por abiertos de B, por la condición 3) (local-
mente trivial) ,π−1(Uα) da un isomorfismo x → (π(x), Φα(x)) sobre UαxG.

Si x ∈ π−1(Uα ∩ Uβ) se tiene

Φβ(xa)(Φα(xa))−1 = Φβ(x)Φα(x)−1

entonces la aplicación x ∈ π−1(Uα ∩ Uβ) → Φβ(x)Φα(x)−1 ∈ G es con-
stante en cada fibra.

Por lo tanto ,induce una aplicación diferenciable

Ψβα(x) = Φβ(u)Φα(u)−1

para u ∈ π−1(x). Depende de π(u) y no de u.
La familia de funciones Ψβα para Uα ∩ Uβ 6= ∅ se llaman funciones de

transición correspondientes al cubrimiento {Uα}.
Verifican las siguientes propiedades:
1) Ψαα(x) = e para todo x ∈ Uα

2) Ψβα = (Ψαβ)−1para todo x ∈ Uα ∩ Uβ

3) Para todo x ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ,

Ψγα(x) = Ψγβ(x)Ψβα(x)

Rećıprocamente, existe una familia de funciones

Ψβα : Uα ∩ Uβ → G

que satisface 1), 2), y 3) , entonces existe un P (M,G) con funciones de
transición Ψαβ.

Definición 3.1.3 En un haz P (B,G),definimos un campo vectorial funda-
mental sobre P a la acción de G sobre P.Tenemos el homomorfismo σ : g →
Ξ(P ) , dado por A → σ(A) = A∗.

La totalidad de A* ,A ∈ g, se denota g*. Ya que G no tiene punto fijo
,σ es isomorfismo de g en g* (subálgebra de Ξ(P )).Por definición de σ,cada
campo vectorial fundamental A* es inducido por Rat ,donde at es subgrupo
monoparámétrico de G generado por A ∈ g.

Entonces para cada x en P , el vector tangente (A*)xes tangente a la fibra
a través de x.
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La fibra es diferenciablemente isomorfa con G, entonces el espacio tan-
gente Gx en x a la fibra es igual a la totalidad de (A*)x para A ∈ g. Es
decir,

Gx = {(A∗)x, A ∈ g}, g → Gx dado por A → (A∗)x es isomorfismo de
espacios vectoriales

Lema 3.1.4 .Sea A* un campo vectorial fundamental correspondiente a A ∈
g.Para cada a ∈ G,RaA* es un campo vectorial fundamental correspondiente
a ad(a−1)A.

Demostración: Ya que A∗ es inducido por Rat , at es subgrupo monoparamétrico
de G generado por A , RaA

∗es inducido por Ra.Rat .Ra−1 = Raata−1 ,donde
aata

−1 es el subgrupo monoparamétrico generado por ad(a−1)A.
1-Gl(n,R).
Sea F un espacio vectorial real de dimensión n ,y sea ξ1, ..., ξn base de F. El

grupo de todos los automorfismos a de F puede ser expresado como el grupo
de todas las matrices no singulares (aij) = a tales que a(ξj) =

∑
k akjξk,

j = 1, ..., n; es llamado grupo lineal general,Gl(n,R),grupo con la ley usual
de producto de matrices.

Gl(n,R)es un conjunto abierto.Aśi, es la subvariedad abierta de Rn2
.

Con esta estructura es variedad diferenciable y en consecuencia, es Grupo
de Lie.

2-Espacio homogéneo G/H.
Sea G un grupo de Lie y H subgrupo cerrado de G.H actúa diferencia-

blemente sobre G a la derecha, es decir :

(x, a) ∈ G×H → xa ∈ G

Aśi, tenemos un haz de fibrados principales , G(B,H) sobre la variedad
base G/H con grupo fundamental H.

Ya que las traslaciones a izquierda de G en G conmutan con la acción de
H en G ,tenemos que G actúa sobre la variedad base G/H de manera natural
G es grupo de Lie de transformaciones sobre G/H ,el cual es transitivo

Las dos afirmaciones anteriores quedan como ejercicios.
3-Haz de mar cos de referencia.
Sea B una variedad diferenciable. Un marco de referencia ( frame ) x

en u ∈ B es un conjunto de vectores tangentes linealmente independientes
(X1, ..., Xn) en u. Sea P el conjunto de todos los ”frames ” x en todos

los puntos de B. Cada a ∈ Gl(n,R) actúa sobre P a la derecha : si
a = (aij) y x = ( X1, ..., Xn) entonces
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xa = (
∑n

j=1 a1jXj, ...,
∑n

j=1 anjXj) el cual es otro ”frame ”en el mismo
punto de x.

Si x es un frame en u, π(x) = u define una proyección de P en B.
Si tomamos coordenadas locales (u1, ..., un) en un entorno coordenado

U de B, cada ”frame ”x ∈ π(U) puede ser expresado en la forma x =
(X1, ..., Xn), Xi =

∑n
k=1(X

k
i ) ∂

∂uk donde (Xk
i ) es matriz inversible.

Rećiprocamente , cada matriz no singular (Xk
i ) define un ”frame ”x ex-

presado como anteriormente.
Tomando (u1, ..., un) y (Xk

i ) i, k = 1, ..., n. como coordenadas locales en
π−1(U),podemos hacer P una variedad diferenciable.

Es fácil verificar que P es entonces un haz de fibrados principales sobre
la base B con grupo estructural G = Gl(n, R).

Sea F un espacio vectorial n-dimensional con base fija {ξ1, ..., ξn}.
G actúa sobre F mediante : aξj =

∑n
i=1(aij)ξj para a=(aij).

Con la fibra F , el haz fibrado P es el llamado TB, fibrado tangente de
B.
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Caṕıtulo 4

Conexión en el haz de fibrados
principales

4.1 Conexión en haz de fibrados principales

Sea P un haz de fibrados principales diferenciables con base B y grupo es-
tructural G, (P (B, G)).

En cada punto x deP, Px es el espacio tangente a P y Gx es subespacio
de Px tangente a la fibra a través de x.

Definición 4.1.1 Una conexión Γ en P es la elección de un subespacio tan-
gente Qx en cada punto x de P , el cual satisface las siguientes condiciones:

1-Px es la suma directa de Qx y Gx

2- Para cada a ∈ G ,x ∈ P, Qxa es la imagen de Qx por Ra.
3-Qx depende diferenciablemente de x.
Respecto de esta última condición: Dado un campo vectorial X ( no nece-

sariamente diferenciable) sobre P ( ó un subespacio abierto de P ) , tenemos
en cada punto la descomposición ( condición 1-)

Xx = Yx + Zx donde Yx ∈ Gx, Zx ∈ Qx

La asociación x → Yx da un campo vectorial llamado componente vertical.
La asociación x → Zx da un campo vectorial llamado componente hori-

zontal.
Ahora, la condición 3- significa que si un campo vectorial X es diferen-

ciable, tambien lo es la componente horizontal Z de X (obviamente,tambien
la vertical).
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Cuando una conexión es dada, llamamos a Qx subespacio horizontal en
x.

La componenete vertical ( horizontal ) de un campo vectorial X se denota
vX (hX).

X es vertical si vX = X, (idem horizontal).
Dada una conexión Γ en P , podemos definir una 1-forma wsobre P con

valores en g de la siguiente manera:
Hemos visto que Gx para x ∈ P es el conjunto de todos los vectores

tangentes de la forma (A*)x para A ∈ g, donde A* es el campo vectorial
fundamental correspondiente a A ∈ g.

Ahora, wx está definido por ser la aplicación lineal de Gx en g que aplica
(A*)x → A y el cual aplica Z ∈ Qx en 0 de g.

A partir de esta definición sigue que si X es campo vectorial diferenciable
sobre P , entonces w(X) = w(vX).

Queda como ejercicio ,probar la diferenciabilidad de w, usando la condi-
ción 3-.

4.2 Forma conexión

La forma w es llamada forma conexión de la conexión dada.
Satisface:
a-w(A∗) = A
b-Para cada a ∈ G,Ra transforma w en ad(a−1)w , es decir,

(R∗
a.w)(X) = (ad(a−1))(w(X))

para cualquier campo vectorial X , y ad(a−1) es la representación adjunta
de G en g.

La prueba de a- es trivial desde la definición.
La prueba de b-:
Si X es un campo vectorial horizontal , entonces RaX tambien lo es , por

2-.
Por lo tanto,w(X) y (R∗

a.w)(X) = w(Ra.X) son ambos cero.
Si X es campo vectorial fundamental A* entonces Ra.X es el campo

vectorial fundamental correspondiente a ad(a−1)A (lema anterior).
Por lo tanto, tenemos
(R∗

a.w)(X) = w(Ra.X) = ad(a−1)A = ad(a−1)(w(X)).
La primera igualdad se satisface por definición de w y por que X es

invariante a derecha, la segunda , por definición de ad(a−1), y la última
igualdad se cumple por ser A∗ campo vectorial fundamental de X.
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Falta aún probar el caso general, el cual queda como ejercicio.
Rećiprocamente, dada una 1-forma diferenciable w sobre P con valores en

g satisfaciendo a) y b), podemos definir una conexión Γ cuya forma conexión
es w.

Para esto sólo debemos definir Qx como el conjunto de vectores tangentes
en x los cuales son aplicados en 0 de g por wx.

Queda como ejercicio su verificación.
La proyección canónica π : P → B para x ∈ P induce una aplicación π,

π : Px→Tu de B en π(x) = u.
Cuando una conexión es dada , vemos inmediatamente que π : Qx → Tu

es isomorfismo.

4.3 Levantamiento ( Lifting)

Definición 4.3.1 El levantamiento ( lift) de un campo vectorial X de B es
un único campo vectorial X∗ sobre P, el cual es horizontal y ”cubre X ”, o
sea, X∗ y X están π− relacionados, πX∗ = X.

La existencia y unicidad del levantamiento se obtiene del hecho de que π
es isomorfismo lineal de Qx en Tu.

Para probar la diferenciabilidad del levantamiento X∗ para un campo
vectorial diferenciable sobre B se procede como sigue:

Tomamos un entorno U de u tal que π−1(U) es isomorfo a U×G. Usando
esta descomposición , tomamos cualquier campo vectorial diferenciable Y ∗

en π−1(U) tal que πY ∗ = X.
Entonces la componente horizontal hY ∗ (diferenciable) coincide con X∗

en π−1(U).

Lema 4.3.2 El levantamiento de X∗ es invariante por Ra para cada a ∈
G. Recíprocamente, si X∗ es campo vectorial horizontal sobre P el cual es
invariante por Ra, entonces es el levantamiento de algún campo vectorial X
sobre B.

Demostración: Si X∗ es el levantamiento e X,entonces RaX
∗ es tambien

el levantamiento de X por que es horizontal y πRaX
∗ = πX∗ = X.

La unicidad implica que RaX
∗ = X∗ , es decir , X∗ es invariante por Ra.

Si X∗ es campo vectorial horizontal invariante por Ra,podemos definir un
campo vectorial X sobre B por

Xu = π(X∗)x
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Es independiente de la elección de x ∈ P , tal que π(x) = u.
Veámoslo:
Si tomamos y = Ra.x , en lugar de x, entonces

π(X∗)y = πRa(X
∗)x = π(X∗)x.

se verifica que X∗ es el levantamiento de X.

Lema 4.3.3 Sean X∗ e Y ∗ levantamientos de X e Y respectivamente. En-
tonces X∗ + Y ∗ es el levantamiento de X + Y, y h[X∗, Y ∗] es el levantamien-
to de [X, Y ].

Demostración: La primera afirmación es trivial.
La segunda,considerando la descomposición en suma directa y la unicidad

, queda

πh[X∗, Y ∗] = h[X∗, Y ∗] = [X, Y ]

Proposición 4.3.4 Dada una conexión en P , la distribución x → Qx es
diferenciable.

Demostración: Sea x ∈ P y π(x) = u y U un entorno de u,con u1, ..., un

coordenadas locales .
Consideremos ∂

∂ui = Xi en m U ,y sus levantamientos X∗
i en π−1(U).

Es inmediato que {X∗
1 , ..., X

∗
n } forma una base local de la distribución

x → Qx en π−1(U).

4.4 Paralelismo

Dada una conexión Γ en P , definiremos traslación paralela de elementos de
la fibra a lo largo de una curva en B.

Recordemos que en una variedad diferenciable, un campo vectorial se dice
paralelo a lo largo de una curva en un punto de dicha curva si su derivada
covariante a lo largo de la curva en ese punto es nula . Se extiende el concepto
de transporte paralelo a lo largo de la curva , si lo es en cada punto de ella.

Intuitivamente,el campo vectorial unitario es ortogonal al campo vectorial
tangente a la curva en cada punto, y esa es una manera de visualizar el
paralelismo
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La traslación paralela , siempre en una variedad diferenciable, consiste
en dar un campo vectorial que en algún punto prefijado se comporte como
paralelo a un vector dado.

Una curva en P se dice horizontal si sus vectores tangentes son todos
horizontales.

Dada una curva α = α(t) en B , un levantamiento de α es una curva
horizontal α∗ = α∗(t) en P tal que

πα∗(t) =α(t), 0 ≤ t ≤ 1.
Si tomamos la curva α(t) en B , su tangente α ’(t) puede ser extendida a

un campo vectorial X definido en cierto abierto U que contenga a la curva.
Tomamos X∗ el levantamiento de X definido en π−1(U).Entonces cada

curva integral de X∗ a través de cualquer punto de la fibra sobre uo es una
curva horizontal , la cual proyecta sobre α(t).

Rećiprocamente, cada levantamiento de α(t) debe ser una curva integral
de X∗.

Este argumento es la clave de la demostración de existencia y unicidad
del levantamiento de α(t), el cual pasa a través de cada punto de P sobre
α(to).

Resumiendo:

Proposición 4.4.1 Sea α(t) una curva en B y sea xo cualquier punto en P
tal que π(xo) = uo. Entonces existe un y sólo un levantamiento α∗(t) el cual
comienza en xo.

Lema 4.4.2 Sea G un grupo de Lie y g su álgebra de Lie ( g = Ge).Sea Yt

una curva diferenciable por partes para 0 ≤ t ≤ 1.Entonces existe en G una
curva α(t) tal que α(0) = e, α′t.α

−1
t = Yt, 0 ≤ t ≤ 1.

Observemos que Yt es una curva en g formada por un elemento Y de g,
entonces la curva α(t) no es otra cosa que un subgrupo monoparamétrico de
G generado por Y.

La ecuación diferencial α′t.α
−1
t = Yt es una generalización de la ecuación

diferencial para un subgrupo monoparamétrico.
Ahora veremos que entenderemos por desplazamiento paralelo a lo largo

de una curva τ =τ(t) ,0≤ t ≤ 1 en B.
Sea xo en P con π(xo) = u . El único levantamiento de τ con punto inicial

xo se denota τ ∗(xo).
Su punto final es algún punto x1 tal que π(x1) = u1.
Definimos desplazamiento paralelo como una aplicación que asigna xo en

x1.
Usaremos la misma notación para la curva y su desplazamiento. Aśi, τ

es una aplicación de la fibra sobre uo en la fibra sobre u1.Ya que Raτ
∗(xo)
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es el levantamiento de τ con punto inicial xoa,tenemos τ(xa) = τ(x)a, para
cada a ∈ G y x verifica (x) = uo.

Ejercicio:τ es isomorfismo diferenciable de la fibra sobre uo en la fibra
sobre u1.

Con más detalle , si τ(s) , con 0≤ s ≤ 1 son curvas homotópicas diferen-
ciables uniendo uo con u1entonces para cualquier xo con π(xo) = uo, existe
una curva continua α(s) ,0≤ s ≤ 1,en G tal que τ(s)xo = τ o(xo)as para cada
s.

Esto se enuncia: el desplazamiento paralelo depende continuamente sobre
curvas homotópicas diferenciables en B.

4.5 Grupo de holonomı́a

Usaremos el concepto de desplazamiento paralelo asociado a una conexión
dada.

Sea u ∈ B y Cu el conjunto de todas las curvas cerradas diferenciables
por partes en u.

Para cada τ ∈ Cu , el desplazamiento paralelo correspondiente a τ es un
automorfismo de la fibra Gusobre u ,es decir, una transformación diferencia-
ble de Gu tal que τ(xa) = τ(x)a para cada x en Gu y a ∈ G.

Definición 4.5.1 El conjunto de todos estos automorfismos correspondi-
entes a τ ∈ Cu forman grupo , llamado Grupo de Holonomía Φu, u ∈ B.

Fijando x en Gu, identificamos Φu con un subgrupo del grupo de estruc-
tura G; es decir, para cada τ ∈ Φu asociamos el único elemento a ∈ G tal
que τ(x) = Rax.

Si tenemos τ ′(x) = Ra′x, τ ′ ∈ Φu nos queda (ττ ′)(x) = τ(Ra′x) =
ra′τ(x) = Ra′Ra(x) = Raa′x

o sea, aa′ está asociado a ττ ′, y esto nos da un homomorfismo de Φu en
G,que será isomorfismo restringiéndo la imagen.

La imagen de Φu por este isomorfismo es llamado grupo de holonomía Φx

con referencia al punto x.
Φx puede definirse directamente.
Φx es el subgrupo de G consistente de todos los elementos a ∈ G tales

que x y xa pueden ser unidos por una curva horizontal en P.
Si xa es unido a x por una curva horizontal τ ∗ , entonces la proyección

τ de τ ∗ es una curva cerrada en u ∈ B cuyo levantamiento es τ ∗ , esto es ,
τ(x) = xa , lo que prueba que a ∈ Φx.

Rećiprocamente, si a ∈ Φx , existe τ ∈ Cu tal que τ(x) = xa.
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Esto significa que el levantamiento τ ∗ de τ a través de x es una curva
horizontal de x a xa.

Si existe una curva horizontal que une x con y en P, escribimos x ∼ ẏ.
;esta es una relación de equivalencia.

Sea Co
u el conjunto de todas las curvas cerradas en u que son homotópicas

a 0.
Estas curvas forman un subgrupo Φo

u en u del grupo de holonomía Φu ,
que se llama grupo restringido.

Para cualquir punto de referencia x ,se obtiene análogamente el grupo de
holonomia restringidoΦo

x, subgrupo del Φx.

Ejemplo 4.5.2 Disco de Poincaré

D = {(u, v) ∈ R2/ u2 + v2 < 1}, el elemento de arco es ds2 = 4(du2+dv2)
(1−u2−v2)2

y los śimbolos de Christoffel no nulos son :
Γ1

11 = 2u
1−u2−v2 , Γ2

11 = −2v
1−u2−v2 , Γ1

12 = Γ1
21 = 2v

1−u2−v2

Γ2
12 = Γ2

21 = 2u
1−u2−v2 , Γ2

11 = −2v
1−u2−v2 , Γ1

22 = −Γ1
11

Γ2
22 = −Γ2

11.
Las ecuaciones de las curvas geodésicas en este espacio son:
ú́ + Γ1

11ú
2 + 2Γ2

22úv́ − Γ1
11v́

2 = 0
v́́ + Γ2

11ú
2 + 2Γ1

11úv́ + Γ2
22v́

2 = 0
Resolviendo el sistema de ecuaciones , obtenemos que α(t) = (0, e2t−1

e2t+1
) es

la parametrización de la curva geodésica que pasa por (0, 0) y tiene vector
velocidad (0, 1).

Mediante esta solución y el grupo de isometŕias podemos obtener la ex-
presión paramétrica de las geodésicas que pasan por un punto determinado
(xo, yo) y tienen vector tangente (a, b) en ese punto.

El grupo de isometŕias de D está dado por las transformaciones de Moe-
bius de la forma

w(z) = pz+q
qz+p

donde pp− qq = 1.
En particular , la transformación que permite hallar las geodésicas que

pasan por el origen con dirección cualquiera (A,B) es wo(x, y) = ((a2−b2)x−
2aby, 2abx + (a2 − b2)y) con 2ab = A y a2 − b2 = B.

Si T es un triángulo en D , θi con i : 1, 2, 3,ángulos interiores y θ́i, con
i : 1, 2, 3, sus complementarios, por el teorema de Gauss-Bonnet se sabe que∫ ∫

t
Kdσ +

∑
θ́i = 2π , donde K = −1.

El área de T = π −∑
θi; usaremos este resultado para conocer el grupo

de holonomia de D.
Sea α una curva cerrada en el origen, dada por un triángulo geodésico

T y sea v el vector tangente en el origen que trasladamos paralelamente
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hasta cada vértice.Obtenemos que el ángulo entre el vector transportado y
el -v es

∑
θi .sigue que el ángulo entre el vector transportado y v es igual a

π −∑
θi = área(T )

Entonces para que el transporte paralelo de v sea el mismo v , el área de
T debeŕia ser nula, luego Φ0 6= {id}.

Como las geodésicas en D son las circunferencias ortogonales a S1,los
triángulos geodésicos son generados por la intersección de estas circunferen-
cias . Tomemos dos triángulos , T y T́ , con un vértice en el

origen y los otros dos en el infinito.
Los ángulos de T y T́ con vértice en el infinito son nulos,entonces área

(T ) = π − θ2 y
área (T́ )=π − θ1. Aproximando θ2 → θ1 se tiene que , llamando zT́ ,al

transporte en T́ , y zT al transporte en T, zT́ → zT cuando θ2 → θ1.
Ahora sabemos que Φo es cont́inuo preserva bases y es conexo, por lo tanto,
Φo = SO(2, R). Como D es conexo, Φ(u,v) = SO(2, R) para todo (u, v) ∈ D.

4.6 Forma curvatura y Ecuación de Estruc-

tura

Sea ω una forma conexión de una conexión Γ dada en P

Definición 4.6.1 La diferencial covariante de una forma diferencial α ,
con valores en cualquier espacio vectorial , de grado p sobre P se define por
:

(Dα) (X1, X2, ..., Xp+1) = (dα) (hX1,hX2, ..., hXp+1)

Definición 4.6.2 para cualquier campo vectorial Xi , i = 1, 2, .., p + 1 so-
bre P donde d denota la diferenciación usual exterior y h la componente
horizontal .

Definición 4.6.3 Ω = Dω se denomina forma curvatura de la conexión Γ
. Ω es de este modo una 2-forma g valuada sobre P.

Proposición 4.6.4 Sea Ω forma curvatura de una conexión dada Γ en P .
Entonces ∀ a ∈ G,
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R∗
a.Ω = ad(a−1)Ω

Una tal 2-forma se denomina forma G− valuada del tipo ad (G).
Demostración :
Para cualquier campo vectorial X sobre P , R∗

a.h.X = h.R∗
a.X , además

de la proposición anterior se tiene
(R∗

a.ω) (X) = ad(a−1) (ω (X)) para cada a ∈ G y ∀ X campo vectorial ,
entonces

.

R∗
a. (dω) (hX1,hX2, ..., hXp+1) = dR∗

aω(hX1,hX2, ..., hXp+1)
dω(hR∗

a.X1,hR∗
a.X2, ..., hR∗

a.Xp+1) = dhR∗
aω(X1, X2, ..., Xp+1)

dh ad(a−1)ω(X1, X2, ..., Xp+1) = ad(a−1)Ω(X1, X2, ..., Xp+1)

Lema 4.6.5 Si A∗ es campo vectorial fundamental y X∗ un campo vectorial
horizontal, entonces [X∗, A∗] es horizontal.

Demostración :
Se denomina Rat al subgrupo monoparamétrico que induce el campo

vectorial fundamental A∗(at es el subgrupo monoparamétrico generado por
A ∈ g).

Se sabe que:

[X∗, A∗] = lim
t→0

(
1

t
)[RatX

∗ −X∗].

donde RatX
∗ ∀t, es horizontal por que X∗ tambien lo es.

Por consiguiente, [X∗, A∗] es horizontal.

Proposición 4.6.6 (Ecuación de Estructura)Para cualesquiera campos vec-
toriales X e Y sobre P vale

(dω) (X, Y ) = −1

2
[ω (X) , ω (Y )] + Ω (X, Y ) .

Demostración :
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Caso I) X e Y campos vectoriales horizontales. Entonces, por definición
de forma conexión, ω (X) = ω (Y ) = 0.Luego, usando la ecuación general de
estructura de formas diferenciales se tiene

2 (dω) (X, Y ) = −ω[X, Y ]. (1)

y Ω(X,Y ) = dω (hX, hY ) = dω (X,Y ) = −1
2
ω[X, Y ].

Caso II) X = A∗, Y = B∗ campos vectoriales fundamentales.
Nuevamente, usando la ecuación general de estructura de formas diferen-

ciales:

2 (dω) (X,Y ) = −ω[X, Y ] = −[A,B]. (2)

y Ω(X,Y ) = dω (hX, hY ) = −1
2
ω[hX, hY ] = 0.

Caso III) X = A∗c.v.f., Y horizontal, se obtiene por el mismo camino,
más el lema anterior,se tiene que:

2 (dω) (X, Y ) = 0. (3)

y Ω(X,Y ) = dω (hX, hY ) = −1
2
ω[hX, Y ] = 0.

Como cualquier otro campo es combinación lineal de los anteriores y todos
los términos de los resultados (1), (2) y (3), son 2-formas bilineales g-valuadas
sobre P , queda demostrada la ecuación de estructura.

Corolario 4.6.7 Si X e Y son campos vectoriales horizontales entonces la
componente vertical de [X, Y ] está dada por -2Ω(X, Y ).

4.7 Homomorfismo de Conexiones

Recordando la noción de Homomorfismo f de un haz de fibrado P (B, G)
en P ′ (B,G′) sobre la misma base B : ∃ un homomorfismo (denotado por la
misma letra) f,de G en G tal que f (xa) = f (x) f (a) ∀x ∈ P y a ∈ G y la
aplicación inducida f de B en si mismo es una transformación diferenciable
de B.

Proposición 4.7.1 Un homomorfismo f de P (B,G) en P ′ (B, G′) aplica
una conexión Γ en P en una conexión Γ′ en P ′ de tal modo que f aplica
subespacios horizontales de Γ en subespacios horizontales de Γ′ .
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Demostración :
Tomando x ∈ P tal que f (x) = x′,se busca definir Qx′ como la imagen

por f del subespacio horizontal Qx de P .
Con el objeto de mostrar que Qx′ es independiente de la elección de x

se toma y cualquier otro punto tal que f(y) = x′ , puesto que f es un
homorfismo que induce un isomorfismo f de B en śi mismo se tiene entonces
un diagrama conmutativo:

f
P → P ′

π ↓ ↓ π′

B → B
f

π′f = fπ siendo la f del segundo miembro un difeomorfismo y π′ y π la
proyección de P ′ en B y la proyección de P en B respectivamente; entonces
x e y deben estar en la misma fibra de P y y = xa para algún a ∈ G . Luego
f(y) = f (x) f (a) = f (x) y de este modo f (a) es el elemento identidad e′ de
G′. Puesto que Qy = Ra.Qx se tiene f.Qy = f.RaQx = Rf(a).f.Qx = f.Qx .

Observación : Si y = xc, entonces Qy′ = Rc′ .Qx′ donde x′ = f (x) ,
y′ = f(y) y c′ = f (c) .

Ahora , sea x′′ un punto arbitrario de P ′ , éste puede expresarse como
x′′ = x′.a′ donde x′ = f (x) es un cierto punto de f (P ) y a′ ∈ G′. Se define
Qx′′ = Ra′ .Qx′ , donde Qx′ fue definido antes .

Resta mostrar que Qx′′ es independiente de la elección de la representación
x′′ = x′.a′, con x′ ∈ f (P ) y resulta facilmente de la observación anteri-
or.Queda aśi definido Qx′ , ∀ x′ ∈ P ′.

Restaŕia verificar que la elección realizada del subespacio horizontal en
P ′ define una conexión en el mismo.

1) Para demostrar que en cada punto x′, P ′
x′ = Qx′ ⊕Gx′ ,se hace uso del

diagrama conmutativo antes mencionado. Puesto que f da un isomorfismo
lineal del espacio tangente Tu,U = π (x) sobre Tu′,U ′ = f (U) = π′ (x′) , se
ve entonces que π′ aplica Qx′ en Tu′ y por lo tanto, dimQx′ = n,con n, la
dimensión de B.

Si X ′ = f (X) , X ∈ Qx, pertenece a Gu′ tenemos 0 = π′X ′ = fπ (X) en
Tu′ lo cual implica que π (X) = 0 en Tu. Puesto que π aplica Qx isomórficamente
sobre Tu, eso significa que X = 0 y, por consiguiente X ′ = 0.

2) Por construcción, de Qx′ , queda probado que para todo a ∈ G′, x′ ∈
P ′, Qx′a es la imagen de Qx′ por Ra.

3)Para demostrar que Qx′ depende diferenciablemente de x′, basta de-
mostrar que, dado un campo vectorial diferenciable X ′ ∈ P ′ sus componentes,
horizontal y vertical, también lo son.
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Sea X ′ = Y ′+Z ′, con Y ′ componente vertical, Z ′ componente horizontal
respectivamente.

Puesto que f (Z) = Z ′, Z es componente horizontal diferenciable por la
Γ dada en P , y f (Z) = (π′)−1 ◦ f ◦ π (Z) , f y π′ |Qx′ son difeomorfismos,
entonces el segundo miembro, aplica campos diferenciables en diferenciables.

Rećiprocamente, si en P y P ′ están definidas las conexiones Γ y Γ′ re-
spectivamente, y si un homomorfismo f aplica Γ en Γ′, del modo descripto
en la proposición,se dice que f preserva conexiones.

Si f es una inyección de P en P ′, se dice que, dada una conexión Γ′ en
P ′ es reducible a la conexión Γ en P si f aplica Γ en Γ′.

Si f es un automorfismo de P en śi mismo, el cual aplica Γ en śi misma,
se dice que f es un automorfismo de la conexión Γ de P .

Observación: f induce un homomorfismo natural del grupo de holonomía
Φ de Γ , en el grupo de holonomía Φ′ de Γ′.

Es decir, dada una curva horizontal de xo a xoa, la cual da un elemento
a ∈ Φ, su imagen por f es una curva horizontal la cual define f (a) ∈ Φ′.

Inclúımos , sin demostración, el siguiente teorema.

Teorema 4.7.2 (Teorema de reducción para conexiones)
Sea P (B, G) un haz de fibrados principales el cual satisface el segundo

axioma de numerabilidad, y sea Φ el grupo de holonomía de una conexión
dada Γ en P .Entonces, el grupo estructural G es reducible a su subgrupo Φ
, y la conexión Γ es reducible a una conexión en el haz de fibrados reducido
P ′(B, Φ) cuyo grupo de holonomía es exactamente Φ.

4.8 Teorema de Holonomı́a

Sea Φ el grupo de holonomía con punto de referencia xo de una conexión Γ en
P (B,G). Se sabe que si B satisface el segundo axioma de numerabilidad ,Φ
es grupo de Lie con Φo, el grupo de holonomía restringido, éste es un grupo
de Lie conexo igual a la componente conexa de la identidad en el grupo de
holonomía Φ.Φ/Φ◦ es , a lo sumo , numerable.

El siguiente teorema describe cómo el álgebra de holonomı́a ,
álgebra de lie de Φo, está determinada por la forma curvatura.

Teorema 4.8.1 (Teorema de holonomía) El álgebra de holonomía = es la
subálgebra de g la cual es generada por todos los elementos de la forma
Ωx (X∗, Y ∗), donde x recorre el conjunto de todos los puntos que podrían
unirse a xo por una curva horizontal y X∗ y Y ∗ son vectores horizontales
arbitrarios en x.
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Demostración :
Primero se probará el teorema en el caso en que todo punto de P pueda

unirse a xo por una curva horizontal .Aplicamos el hecho de que si P (B, G)
satisface el segundo axioma de numerabilidad y Φ es el grupo de holonomía de
la conexión Γ en P , entonces el grupo estructural es reducible a su subgrupo
Φ y la conexión en el haz reducido P ′(B, Φ) tiene grupo de holonomía Φ. En
el caso que tratamos el grupo de holonomía es igual a G .

Sean X e Y dos campos vectoriales cualesquiera de B y sean X∗ e Y ∗los
levantamientos de X e Y ,respectivamente.

El conjunto de A = ωx [X∗, Y ∗] = −2Ωx (X∗, Y ∗) ,según corolario de
ecuación de estructura,y esto ocurre ∀x ∈ P ; los X e Y que cumplen con la
propiedad antes mencionada forman una subálgebra g′ de g . Se probará que
g′ es igual a g,la cual es el álgebra de holonomía f para el caso particular de
P que se está tratando.

En cada punto x ∈ P , sea ∆x el subespacio de Px el cual está generado por
el subespacio Qx y el subespacio ρ′x = {A∗

x , A ∈ g′} ,donde A∗ es un campo
vectorial fundamental correspondiente a A ∈ g′.Si dim B = n , dim g = r y
dim g′ = s , entonces ∆x es un subespacio tangente de dimensión n + s .

Se probará a continuación que la distribución x → ∆x es diferenciable.
Sea A1, A2, ..., As una base de g′ y sean A∗

i los campos vectoriales fun-
damentales correspondientes a los Ai . Para cualquier entorno U en B
(π−1 (U) ' U ×G), pueden tomarse n campos vectoriales X1, X2, ..., Xn en
B los cuales generan el espacio tangente Tuen cada punto u ∈ U .

Entonces los levantamientos X∗
1 , X

∗
2 , ..., X

∗
n generan el subespacio hori-

zontal Qx en cada punto x ∈ π−1 (U) .
Por otra parte, A∗

1, A
∗
2, ..., A

∗
s generan {(A∗)x , A ∈ g′} en cada x ∈ π−1 (U).

Se ha demostrado aśi, que ∆ admite una base local A∗
i , X∗

i , i = 1, 2, ..., s y
j = 1, 2, ...n en π−1 (U) .

Ahora se probará que la distribución es involutiva :
Para ello es suficiente probar que , [A∗

i , A
∗
j ], [A

∗
i , X

∗
j ],y [X∗

i , X∗
j ] pertenecen

a ∆ .
El primero ∈ ∆ debido a que g′ es la subálgebra , el segundo es horizontal

ya que X∗
j lo es (ver proposición anterior), de modo que está en ∆ por

definición de la misma , finalmente el tercero,tiene componente vertical en
x que es igual a A∗

x, donde,A = ωx[X
∗
i , X∗

j ] = −2Ωx(X
∗
i , X∗

j ) ∈ g′,aśi si su
componente vertical pertenece a g′ entonces[X∗

i , X∗
j ] ∈ ∆ , entonces x → ∆x

es diferenciable e involutiva .
Por el teorema de Frobenius ,por cada punto xo de P pasa una variedad

integral maximal de ∆ ,P (xo).
Además ,todo punto de P está ,para el caso particular que se está de-

mostrando , en una curva horizontal que pasa por xo, la cual debe estar en
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P (xo) puesto que la distribución contiene todos los subespacios horizontales
Qx. De modo que P ⊂ P (xo) ,entonces, como P (xo) es subvariedad de P ,
P = P (xo) .Lo cual implica que la dimensión de P (xo) = n + s es igual a la
dimensión de P = n + r , entonces s = r ,por consiguiente , g = g′.

Ahora, para tratar el caso general , sea P ′ (B, Φ) el haz de fibrados reduci-
do con una conexión reducida Γ′ (ver teorema de reducción de conexiones)
.

Se sabe que el teorema es válido para la conexión Γ′ dada en P ′.
Para probarlo para P , es suficiente ver que el grupo de holonomía y por

consiguiente el álgebra de holonomía de Γ son los mismos que los de Γ′ y que
el conjunto de los Ωx (X∗, Y ∗) de la formulación del teorema es exactamente
el conjunto de los Ω′

x (X∗, Y ∗) (con Ω′ la forma curvatura de Γ′) .
Lo primero se sabe por el teorema de reducción de conexiones .
La segunda afirmación sigue del hecho que

Ω′
x (X∗, Y ∗) = Ωx (X∗, Y ∗)

para cualquier x ∈ P ′ y para los levantamientos X∗, Y ∗ de cualesquiera
dos campos vectoriales X e Y ∈ B , debido a que se obtuvo que para Γ′,
g = g′ .

Por consiguiente se puede concluir que el subespacio de g generado por
todos las formas Ωx (X∗, Y ∗) forma una subálgebra que ,por el teorema de
holonomía ,es álgebra de holonomía.

4.9 Existencia de conexiones

Probablemente hay varias maneras de probar la existencia de conexiones en
un haz de fibrados principales que satisfaga el segundo axioma de numerabil-
idad.

Supondremos que G es conexo y mostraremos la existencia de una conexión
en P (B, G) a partir de la existencia de una métrica riemannianasobre una
variedad diferenciable.

Sea K subgrupo compacto maximal de G.Es sabido que el grupo estruc-
tural G de P (B,G) puede

reducirse a K.
Sea, ahora, P ′(B, K) el haz reducido. Aplicando el Teorema 4.7.2, si

existe una conexión
en P ′(B,K) entonces ésta induce una conexión en P (B,G).
Por lo tanto, es suficiente probar la existencia de conexión en P (B, G)

con G compacto.
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Ya que P satisface el segundo axioma de numerabilidad existe métrica
riemanniana sobre P. Llamaremos g(X,Y ) al producto interno entre dos
vectores tangentes X e Y con respecto a esta métrica riemanniana.

Ahora, podemos definir una nueva métrica riemanniana invariante respec-
to de Ra a ∈ G, por

g∗(X, Y ) =

∫

G

g(RaX, RaY )da

donde da indica la medida de Haar bi-invariante y normalizada sobre el
compacto G.

Para cada x ∈ P sea Qx el complemento ortogonal al subespacio tangente
a la fibra, Gx, con respecto a la métrica g∗(X,Y ).

Queda

Px = Gx ⊕Qx

Para cada a ∈ G , g∗(X, Y ) es Ra-invariante ,entonces Qxa = RaQx.
La aplicación x → Qx es diferenciable (ejercicio); entonces x → Qx define

una conexión en P (B, G).
1-Conexión Lineal.
Una conexión lineal sobre una variedad diferenciable B es una conexión

en el haz de fibrados de marcos lineales :
Sea B una variedad diferenciable de dimensión n , un marco lineal u en

un punto x ∈ B es una base ordenada X1, X2, ..., Xn del espacio tangente Tx

de B .
Sea FB el conjunto de todos los marcos lineales es todos los puntos de B

y sea π : FB → B, (u → x) , si u es un marco lineal en x.
Se define una acción de G = Gl (n, R) en FB a derecha:
si a = (aij) ∈ Gl (n,R) y u = (X1, X2, ..., Xn) es un marco lineal en x

,entonces ua es el marco lineal (Y1, ..., Yn) en x definido por : Yi =
n∑

j=1

ai
j Xj.

Con el objeto de introducir una estructura diferenciable en FB se procede
de la siguiente manera :Sea (x1, x2, ..., xn) un sistema de coordenadas locales
en un entorno U en B .

Si x ∈ U entonces ( ∂
∂x1 )x, ..., (

∂
∂xn )x es un marco lineal en x . Entonces

todo marco lineal u en x puede ser expresado de manera única en la forma :

u = (X1, X2, ..., Xn)
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con

Xi =
n∑

j=1

xj
i (

∂

∂xj
)

donde
(
xj

i

) ∈ Gl (n,R) .
Se tiene , entonces una aplicación biyectiva: Ψ : π−1 (U) → U ×Gl (n,R)

, con Ψ (u) = (x, (xj
i )).

En FB se tiene una estructura de variedad diferenciable tomando (xi, xj
i )

como un sistema de cooerdenadas locales en π−1 (U) .
Es claro que la acción FB ×Gl (n,R) → FB ,u → ua es C∞ .
De modo que si ϕ (u) =

(
xj

i

) ∈ Gl (n,R) entonces FB es un haz de
fibrado principal sobre B con grupo de estructura Gl (n,R) y proyección π .

Entonces FB es el haz de fibrado principal de los marcos lineales de
B .

Puede observarse que si {e1, ..., en} es la base canónica de Rn ,y u =
(X1, X2, ..., Xn) es un marco lineal en x , entonces u puede ser considerado
como un isomorfismo lineal u : Rn → TxB definido por u (ei) = Xi con
1 ≤ i ≤ n .

Por otra parte , una matriz no singular a ∈ Gl (n,R) puede considerarse
como un automorfismo a : Rn → Rn.

Aśı, la acción de Gl (n,R) en FB está dada por la composición :

a u
Rn → Rn → TxB

Como el grupo estructural Gl(n,R) puede ser reducido al grupo ortogonal
existe una conexión lineal sobre cualquier variedad diferenciable que satisfaga
el segundo axioma de numerabilidad.

2-Conexiones afines
Una conexión af́in sobre una variedad diferenciable B es una conexión en

el haz de fibrados af́in P̃ (B, G̃) sobre B, donde G̃ es el grupo de todas las
transformaciones afines de un espacio af́in de dimensión n.

Si P (B, G) es el haz de marcos de referencia con , G = Gl(n,R); G puede

ser considerado como un subgrupo de G̃
El haz af́in P̃ (B, G̃) es un haz fibrado principal sobre B obtenido a partir

de P (B, G) extendiendo su grupo de estructura.

Geométricamente, el haz P̃ puede ser considerado como el haz de fibrados
principales asociado al haz de fibrados tangentes TB cuyas fibras (espacios
tangentes en cada elemento de B ) tiene una estructura af́in natural.
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Caṕıtulo 5

Conexiones Lineales

5.1 Conexiones lineales

En este caṕitulo haremos una rápida recorrida por las conexiones lineales y
la conexión af́in.

Dicho de otro modo,y en respuesta a las afirmaciones hechas en la intro-
ducción, ya sabemos qué es una conexión y de su existencia.

Ahora veremos por qué derivamos en Rn como lo hacemos.
Sea B una variedad diferenciable n y P el haz de fibrado principal de

marcos de B cuyo grupo estructural G es el grupo general lineal Gl (n,R) .
Todo punto x ∈ P da un isomorfismo lineal de un espacio vectorial

n−dimensional F sobre el espacio tangente Tu de B en u = π (x) .
Sea P es el haz de fibrados principales .Sea π : P → B la proyección.Sea

F una variedad diferenciable tal que G actúa a izquierda sobre F, y aśi G
actúa a derecha sobre P × F de la siguiente manera:

(x, ξ).a = (x.a, a−1ξ), para todo x ∈ P, ξ ∈ F ,a ∈ G.
Sea E = (P × F )/G, se tiene : πE : P × F → E, πP : P → b, p : E → B,

tal que p[x, ξ] = π(x).
Entonces E verifica la propiedad de trivialidad local en el siguiente sen-

tido:dado u ∈ B, existe U entorno de U en B , y un difeomorfismo ϕ :
p−1(U) → U × F el cual induce para cada v ∈ P ,una aplicación lin-
eal θ : P → F dada por θ(v) = aξ si y sólo si θ(v) = θ(v)ξ ∈ F,donde
πp(v) = u, p[v, ξ] = [u, aξ] con a=φ(v).

φ : π−1(U) → G es la aplicación inducida por el isomorfismo correspon-
diente al haz de fibrados principales P (B, G).

Ahora,

Definición 5.1.1 Sea E un haz de fibrado sobre B con fibra estandar F,grupo
estructural G asociado a P .Se denomina haz de fibrado asociado a P y se
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denota E(B,F,G, P ).

Sea P el haz de fibrados principales asociados al tangente T (B) de B
cuya fibra estandar es F y cuyo grupo estructural es Gl (n,R) .

En primer lugar ,se define una 1 − forma θ sobre P con valores en el
espacio vectorial F :

En cada punto x ∈ P ,

θx (X) = x−1π (X)

para cualquier vector tangente X , donde x−1 es la inversa del isomorfismo
lineal x de F sobre Tu ,u = π (x) .π (x) es un elemento de Tu y θx (X) un
elemento de F .

θ es una 1-forma con valores en F . θ satisface la siguiente condición:
R∗

a · θ = a−1 · θ ∀a ∈ G , esto es , (R∗
a · θ) (X) = a−1 · (θ (X)) ∀ vector

tangente X en P , a−1

en el miembro derecho de la expresión denota la acción de a−1 ∈ G sobre
F .

La igualdad anterior se obtiene de :

(R∗
a · θ)x (X) = θxa (RaX) =

(xa)−1 π (RaX) = a−1x−1π (X) =
= a−1 · (θ (X))

Definición 5.1.2 Una conexión lineal sobre B es una conexión en el haz
de fibrado principal de los marcos lineales de B, P (o, equivalentemente, una
conexión en el fibrado tangente T (B)).

En general, sea P (B, G) un haz de fibrado principal y sea E(B,F,G, P )
el haz de fibrado asociado con fibra estandard F en el cual G actúa efectiva-
mente.

Para x ∈ P si u = π(x) , como consecuencia de la aplicación p : E → B,
queda determinada la aplicación θ : P → F.

Definición 5.1.3 Una conexión en E es una distribución Q : e → Qe de
dimensión n ( igual a la dimensión de B ) que satisface las siguientes condi-
ciones:

1-Ee = Fe⊕Qe en cada punto e ∈ E, donde Ee es el subespacio tangente
a la fibra a través de e.

2- Para cualquier curva ut de u0 a u1 en B, existe una curva integral et

de la distribución Q que comienza en cualquier punto de la fibra Fu y la cual
cubre la fibra Fu. Más aún ,
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Et define un isomorfismo de Fuo en Fu1 , que depende diferenciablemente
de t (a trozos).

3-e → Qe es diferenciable.

Dada una conexión en P ,se definirá un campo vectorial básico.
Sea ξ un elemento de F . En cada x ∈ P, sea (B(ξ))x el único campo

horizontal en x que se proyecta en
x.ξ ∈ Tu, u = π (x) . La asignación x → (B(ξ))x,define un campo vectori-

al (horizontal) B(ξ) en cada x ∈ P,que se designa como campo vectorial básico asociado
a ξ ∈ F.

Propiedades.
Con la notación de la definición anterior:
1-Cada 1-forma θ caracteriza los campos vectoriales básicos.
2-B(ξ) 6= 0,cada vez que ξ 6= 0.
Demostración:
1-θx(B(ξ)x) = x−1.π(B(ξ)x) = x−1.(x.ξ) = ξ.
Con x el isomorfismo de F sobre Tu, si u = π (x) .
Rećiprocamente, definiendo B(ξ) como el único campo vectorial horizon-

tal en P tal que θ(B(ξ)) = ξ en cada punto de P. En virtud de la propiedad
que verifica θ, se tiene:

Ra.B(ξ) = B(a−1.ξ) para todo a ∈ G, ξ ∈ F.
2-Si se supone que B(ξ) = 0 para algún ξ ∈ F, entonces x.ξ = π.(B(ξ))x =

0, lo cual implica que ξ = 0 pues x es un isomorfismo.
Sean ξ1, ..., ξn una base fija de F como espacio vectorial, con respecto a

G, está representada por un grupo de matrices aij.
El álgebra de Lie g de G está también formada por matrices.

Proposición 5.1.4 Sea Ai,j, i, j = 1, ..., n una base de g. Si A∗
i,j i, j =

1, ..., n son los campos vectoriales fundamentales y B(ξ1), ..., B(ξn) son los
campos vectoriales básicos,entonces forman base de P :

{
A∗

i,j, B(ξ1), ..., B(ξn), i, j = 1, ..., n
}

En consecuencia la dimensión P es n + n2.
Demostración:
Basta demostrar que B(ξ1), ..., B(ξn) son linealmente independientes, pues

A∗
i,j son verticales y B(ξ1), ..., B(ξn) son horizontales.

Si
n∑

i=1

ciB(ξi) = 0 entonces B(
n∑

i=1

ciξi) = 0, en algún punto x ∈ P .

Por la proposición anterior 2), resulta
n∑

i=1

ciξi = 0.

Como ξ1, ..., ξn son base de F , se tiene que ci = 0 para todo i = 1, ..., n.
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Proposición 5.1.5 Si A∗ es fundamental y B(ξ) es básico,entonces [A∗, B(ξ)]
es un campo vectorial básico B(A.ξ),donde A.ξ denota la imagen de ξ por
A ∈ g el cual actúa en F.

Demostración:
Sea at el subgrupo 1-paramétrico de G generado por A ∈ g, entonces se

tiene:

A.ξ = lim
t→0

(
1

t
)(at.ξ − ξ).

Por otra parte, se sabe que:

[A∗, B(ξ)] = lim
t→0

(
1

t
)(B(ξ)−Rat .B(ξ))) =

= lim
t→0

(
1

t
)(B(ξ)−B(a−1

t .ξ)).

Como la aplicación ξ → (B(ξ))x es lineal, y por lo tanto diferenciable,
aplica F en el espacio horizontal Qx, y, en consecuencia,

[A∗, B(ξ)] = B lim
t→0

(
1

t
)(ξ − a−1

t .ξ) = B(A.ξ).

5.2 Forma Torsión y Ecuación de Estructura

De la misma manera con que se define la forma curvatura, Ω = Dω (ω forma
conexión), se tiene la siguiente:

Definición 5.2.1 Dada una conexión lineal, se define como forma torsión
a:

Θ = Dθ.

Se verifica además que: Θ es una 2-forma en P con valores en F tal que
R∗

a.Θ = a−1.Θ.
Más aún, si uno de los vectores tangentes X ó Y es vertical, entonces

Θ (X,Y ) = 0.

Teorema 5.2.2 (Ecuación de Estructura).
Para cualquier par de campos X , Y en P, donde ω (Y ).θ (X),

dθ (X, Y ) =
1

2
{ω (Y ) .θ (X)− ω (X) θ (Y )}+ Θ (X,Y )
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Por ejemplo, denota la acción de ω (Y ) ∈ g en θ (X) ∈ F.
Demostración:
Caso 1). X = A∗ y Y = B∗ son campos vectoriales fundamentales,por

lo tanto ambos son campos verticales y, en consecuencia,el miembro de la
derecha es idénticamente nulo.

El miembro de la derecha es igual a :

1

2
{A∗.θ (B∗)−B∗.θ(A∗)− θ ([A∗, B∗])}

el cual también es cero.
Caso 2). X e Y son ambos harizontales, en cuyo caso la ecuación de

estructura se reduce a la definición de Θ.
Caso 3). X = A∗ es un campo fundamental, Y es horizontal, más aún,

dado que los campos del tipo B(ξ) son generadores, se puede suponer que
Y = B(ξ) para algún ξ ∈ F.

El miembro derecho de la ecuación es igual a:

−1

2
ω (A∗) .θ(B(ξ)) =

−1

2
A.ξ.

El miembro de la izquierda es igual a:

1

2
{A∗.θ(B(ξ))−B(ξ).θ(A∗)− θ([A∗, B(ξ)])}

=
−1

2
θ([A∗, B(ξ)]) =

−1

2
A.ξ.

esta última igualdad resulta de la proposición.
Sean B1 y B2 dos campos vectoriales básicos. Entonces la componente

vertical de [B1, B2] está dada por ω ([B1, B2]) = −2Ω (B1, B2) .
Si la parte horizontal de [B1, B2] en x es igual a (B(ξ))x para algún ξ ∈ F ,

entonces, por el caso 2) de la Ecuación de Estructura se tiene:

Θ (B1,B2) = dθ (B1, B2) =

=
1

2
{B1θ (B2)−B2θ (B1)− θ ([B1, B2])} ,

esto es , 2Θx (B1, B2) = −θx(B(ξ)) = −ξ. :

Corolario 5.2.3 Si B1 y B2 son campos vectoriales básicos cualesquiera,
entonces la componente horizontal de B1, B2 está dada por -2Θ (B1, B2) .
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5.3 Diferenciación covariante

Se vió que una conexión en un haz de fibrados principales P (B, G) deter-
mina una conexión en un haz de fibrados asociado y de ese modo define el
desplazamiento paralelo de las fibras a lo largo de curvas de B .

En el caso de una conexión lineal ,se tiene la noción de desplazamiento
paralelo de vectores tangentes de B a lo largo de cualquier curva en B : para
cada curva τ ,desde uo a u1en B , el desplazamiento paralelo a lo largo de τ
es un isomorfismo lineal del espacio tangente Tuo sobre Tu1 .

Esto último es una interpretación geométrica de la noción de conexión
lineal .

Sea X e Y dos campos vectoriales en B se definirá la derivada covariante
∇Y ·X de X con respecto a Y :

Para cualquier punto arbitrario p en B ,sea ut la curva integral del campo
vectorial Y con la condición inicial uo = p .

El desplazamiento paralelo τ−1
t desde ut a uo en la dirección opuesta aplica

Xut (el valor de X en el punto ut ) en el vector tangente τ−1
t Xut .

Definición 5.3.1 Se define (∇Y ·X)p como el vector tangente en p que es
igual a :

(∇Y ·X)p = lim
t→0

(
1

t
)[τ−1

t Xut −Xp]

Definido (∇Y ·X)p para cada p ,se obtiene un campo vectorial ∇Y ·X ,
el cual se define como la derivada covariante de X con respecto a Y .

En términos del haz de marcos lineales P , sea yo cualquier punto de P
tal que π(yo) = p, y sea yt una curva ,la cual cubre ut ,entonces y−1

t :Tut → P
e yo : P → Tuo = Tp , de este modo τ−1

t Xut está dado por yo◦ y−1
t ◦ Xut y se

tiene :

(∇Y ·X)p = lim
t→0

(
1

t
)[yo ◦ y−1

t ◦Xut −Xp]

1. ∇Y1+Y2 ·X = ∇Y1 ·X +∇Y2 ·X
2. ∇Y · (X1 + X2) = ∇Y ·X1 +∇Y ·X2

3. ∇ϕY ·X = ϕ∇Y ·X
4. ∇Y · (ϕX) = ϕ∇Y ·X + Y ϕ ·X
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Proposición 5.3.2 donde X e Y son campos vectoriales en B y ϕ es una
función diferenciable arbitraria en B .

Demostración:
1- Se obtiene de observar que el levantado de X + Y es la suma de los

levantados de X y de Y.
3-Análogamente al anterior, si Y ∗ es el levantado de Y y ϕ∗ es la función

ϕ ◦ π , el levantado de ϕY es ϕ∗Y ∗.
2- Considerando la función P → F , aplica X1 + X2 en θ(X∗

1 + X∗
2 ) =

θ(X∗
1 ) + θ(X∗

2 )
4-Si f = θ(X∗), entonces ϕ∗f es la función P → F que corresponde a

ϕX, donde ϕ∗ = ϕ ◦ π.
Si Y ∗ es el levantado de Y, tenemos que

Y ∗(ϕ∗f) = (ϕ∗Y ∗f) + (Y ∗ϕ∗)f)

Observación: Si escribimos t(X)Y = ∇Y X, la proposición anterior dice
que t(X) es un F− endomorfismo que verifica

t(X1 + X2) = t(X1) + t(X2) y t(ϕX).Y = ϕt(X).Y + Y ϕ.X
La derivación covariante∇Y con respecto a Y puede ser aplicada a campos

tensoriales sobre B.
Geométricamente, el desplazamiento paralelo τ a lo largo de una curva

desde u0 a u1,es un isomorfismo lineal de Tu0 sobre Tu1que induce un isomor-
fismo entre espacios tensoriales en u0 y u1.

El lector interesado podrá hallar este tema en la bibliograf́ia recomendada.

5.4 Śımbolos de Christoffel y Geodésicas

Vimos en la sección anterior que t(X)Y = ∇Y X; ahora hallaremos los
śimbolos de Christoffel ó componentes de la conexión lineal, Γk

ij.
Sea U un entorno coordenado en B con coordenadas locales u1, ..., un.
Entonces los campos de vectores X1 = ∂

∂u1 , ..., Xn = ∂
∂un forman una

base del F -módulo de campos vectoriales en U. Aplicando la conexión lineal
inducida en U, queda

t(Xi)Xj =
n∑

k=1

Γk
ijXk

donde Γk
ij son n3 funciones diferenciables en U.

Queda como ejercicio probar que las componentes aśı definidas
son independientes del sistema coordenado local elegido.
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Definición 5.4.1 Dada una conexión lineal en B,definimos geodésica en B
como una curva diferenciable cuyos vectores tangentes son paralelos a lo largo
de ella.

En términos de haz de marcos de referencias P, diremos:

Proposición 5.4.2 La proyección de cualquier curva integral de campos vec-
toriales básicos en P es una geodésica en B. Recíprocamente, cada geodésica
en B se obtiene de ese modo.

Corolario 5.4.3 Para cada punto p ∈ B y cada vector tangente X en p,hay
una y sólo una geodésica ut tal que uo = p y (dut

dt
)t=0 = X. El parámetro t

de ut está univocamente determinado por la condición inicial.

En términos de las coordenadas locales u1, ..., un, en un entorno de un
punto p ∈ B y de las componentes Γk

ij de una conexión lineal dada ,una
geodésica puede ser expresada como solución de un sistema de ecuaciones
diferenciales de segundo orden

d2uk

dt2
+

n∑
i,j=1

Γk
ij

dui

dt

duj

dt
= 0

k = 1, ..., n.
La definición de conexión lineal en términos de∇XY se debe a J.L.Koszul.
Dada una conexión lineal Γ en términos de ∇XY podemos probar que

∇′
XY = ∇XY − [X, Y ] define otra conexión Γ′.
Si Γestá definida por Γk

ij, entonces Γ′ está definida por Γ
′k
ij = Γk

ji.
1
2
(Γ + Γ′) es tambien una conexión lineal definida por 1

2
(Γk

ij + Γk
ji),con

campo tensorial torsión cero.
Dada una métrica riemanniana sobre la variedad B , existe una única

conexión lineal la cual satisface las siguientes dos condiciones :
a) campo tensorial torsión cero,
b)el desplazamiento paralelo es una isometŕia entre espacios tangentes.
Se la llama conexión riemanniana ( o de Levi-Civita).
Si la métrica riemanniana e escribe g(X, Y ) entonces la conexión rieman-

niana está dada por ∇XY y determinada por la ecuación:
2g(∇XY, Z) = X.g(Y, Z)+Y.g(Z,X)−Z.g(X,Y )+g([X, Y ], Z)+g([Z,X], Y )+

g(X, [Z, Y ])
donde X,Y, Z son campos vectoriales arbitrarios.
Se deja al lector la verificación de a) y de b).
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Ejemplo 5.4.4 :Geodésicas en L2

Sea L2 el plano 2-dimensional con la métrica de Lorentz, ds2 = (dx1)2 −
(dx2)2.

Sabemos que G = O(1, 1) actúa sobre L2.
Llamamos P (L2, O(1, 1)) al haz de fibrados principales sobre L2 con grupo

O(1, 1).
Una conexión Γ en P es la asignación de un subespacio Qu de Tu a cada

u ∈ P tal que
a) Tu(P ) = Qu ⊕ Gu, Gu consiste de los vectores tangentes a la fibra a

través de u.
b) Qua = (Ra)∗Qu, u ∈ P, a ∈ g, Rau = ua
c) Qu depende diferenciablemente de u.
Dada una conexión Γ sobre P , definimos la 1-forma w sobre P con valores

en el álgebra de Lie g de G
g = o(1, 1) = {X/ X t S + SX = 0}
S = (sij) donde s11 = −1, sii = 1, i : 2, ..., n, sij = 0 si i 6= j
X ∈ Tu(P ), w(X) = A ∈ g, tal que (A∗

u) es la componente vertical de
X.Deseamos encontrar dicha 1-forma w.

En L2 sea x1, x2 el sistema coordenado local, X1 = ∂
∂x1 , X2 = ∂

∂x2 satisfa-
ciendo 〈X1, X1〉 = 1, 〈X2, X2〉 = −1, 〈X1, X2〉 = 0.

Sea U entorno de u; cada marco de referencia local puede ser expresado
de manera única por

(
∑

i X
i
1(Xi)x,

∑
i X

i
2(Xi)x) con det(X i

j) 6= 0,
entonces podemos considerar

(X i
j) =

[
cht sht
sht cht

]
∈ O(1, 1)

y la matriz inversa

(Y i
j ) =

[
cht −sht
−sht cht

]
y cualquier otro marco de referencia es (cht. ∂

∂x1 +

sht. ∂
∂x2 , sht. ∂

∂x1 +cht. ∂
∂x2 ).

Respecto de la base {Ej
i} de g , escribimos w =

∑
i,j wi

jE
j
i donde wi

j =∑
k Y i

kdxk
j +

∑
l,m Γk

mlx
l
kdxm

como el segundo término es cero , se obtiene,
w1

1 = sht.cht− sht.cht = 0
w1

2 = −ch2t + sh2t = −1
w2

2 = −sht.cht + sht.cht = 0
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o sea, (wi
j) =

[
0 −1
−1 0

]
Ahora necesitamos la base {Ej

i} de o(1, 1).La

dimensión de o(1, 1) es igual a 1 y como o(1,1)={X/ X t S + SX = 0}
si X =

[
x1 x2

x3 x4

]
tenemos

[ −2x1 x3 − x2

x3 − x2 2x4

]
= 0 , de donde

{
x1 = x4 = 0

x3 = x2

Obtenemos que

[
0 1
1 0

]
es base.En efecto , es

[
0 dt
dt 0

]
.

Ahora tenemos que w =
∑

wi
jE

j
i entonces

w =

[ −dt 0
0 −dt

]
.

Como g ' Gu y P tiene curvatura cero ( es flat) queda P ' M × G =
L2 ×O(1, 1) si X ∈ Tu(P );

aśi

X = a1
∂

∂x1 + a2
∂

∂x2 + b

[
0 1
1 0

]
= a1

∂
∂x1 + a2

∂
∂x2 + b d

dt.

Qu = {X/w(X) = 0}yw(X) = 0 si y sólo si b = 0.
Es decir,
Qu = {X/X = a1

∂
∂x1 + a2

∂
∂x2} a partir de lo cual, es difeomorfo a L2

mismo.
Ahora podemos obtener las geodésicas respecto a esta conexión lineal.

Tx(L
2) = {X/X = a1

∂
∂x1 + a2

∂
∂x2}.

Queremos hallar x(t) : R → L2 tal que (a1
∂

∂x1 + a2
∂

∂x2 )(x(t)) = 0.

Denotamos x′(t) = (x
′1(t), x

′2(t)) y queda a1x
′1(t) + a2x

′2(t) = 0
Siempre puede considerarse x1(t) = t; reemplazando en la ecuación ante-

rior e integrando, tenemos∫
x
′2(t) dt = −a1

a2
t + b = x2(t).

Finalmente, a2x
2(t) + a1x

1(t) − b = 0 por lo que x(t) es una ĺinea recta
en L2.

5.5 Conexiones afines

Sea B una variedad diferenciable.Llamaremos P (B,G) y P̃ (B, G̃) al haz de
marcos de referencia y al haz af́in sobre B respectivamente,según la notación
usada en el ejemplo del caṕitulo precedente.

Definición 5.5.1 Una conexión afín es una conexión en P̃ (B, G̃)

Sea w̃ la forma conexión de una conexión af́ın Γ̃.
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La forma w̃ sobre P̃ toma valores en el álgebra de Lie g̃ de G̃. Ya que G̃ es
el producto semi-directo F×G ,tenemos la suma semi-directa g̃ = F+g donde
F es el álgebra de Lie identificada con el grupo F ( y con el espacio vectorial
n-dimensional el cual es la fibra estandard el haz de fibrados tangentes de B

Mediante la inyectividad de la aplicación i : P → P̃ se tiene la descom-
posición i∗w̃ = w + α sobre P, donde α es una 1-forma F−valuada sobre P
y w es una 1-forma

g− valuada sobre P. w̃ es del tipo ad(G̃).
w es del tipo ad(G).
Es fácil verificar ( ejercicio) que w es la forma conexión de P,y por lo

tanto , define una conexión lineal sobre B
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