
CAṔıTULO 2

Algunas Representaciones Supercuspidales de GL(N,F)

En esta sección describiremos una clase de representaciones supercuspi-
dales que bien pueden ser llamadas de Carayol (ver [Ca]) del grupo GL(N,F),
F un cuerpo local no arquimideano. Cuando N es un número primo se tiene
que estas son todas las representaciones supercuspidales del grupo GL(N,F),
de lo contrario es necesario determinar el resto según técnicas que se pueden
ver en [B-K].

2.1. Introducción

En lo que sigue, al igual que en el primer caṕıtulo, denotaremos por F un
cuerpo local no arquimideano, OF su anillo de enteros con único ideal maxi-
mal PF y elemento uniformizante $F, kF = OF/PF el cuerpo residual de F y
ψF un carácter continuo fijo del grupo aditivo F con conductor PF (es decir,
Ker(ψF) ⊃ PF). Además denotaremos por V el F−espacio vectorial FN ,
B = {e1, ....., eN} la base canónica de V , A el álgebra de F−endomorfismo
de V , G el grupo de los elementos invertibles de A (esto es G = GL(N,F)
dependiendo de la base elegida) y ψ = ψF ◦ tr donde tr denota la función
traza de F mirado como extensión de un cuerpo p-ádico Qp.

Definición 2.1.1. Un ret́ıculo en V es un subgrupo aditivo L de V el cual
es abierto y compacto. Diremos que L es un OF−ret́ıculo si además L es un
OF−módulo.

Ejemplo 2.1.2.
1. Los subgrupos OF y PF son ret́ıculos en F y además son OF−ret́ıculos.
2. El OF−módulo de V ,

L = PFe1 + ......... + PFes + OFes+1 + ....... + OFeN

es un OF−ret́ıculo.

Definición 2.1.3. Un OF−ret́ıculo A en A = MN(F) el cual es también un
subanillo de A con elemento identidad 1N , se denomina un OF−orden.
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Ejemplo 2.1.4.
1. El anillo de los enteros de F es un OF−orden en F.
2. Dado un OF-módulo L se puede considerar el conjunto EndOF

(L) =
{x ∈ A | xL ⊂ L}. La elección de una OF-base de L implica establecer
un isomorfimo entre EndOF

(L) y un subanillo de M(N,OF), se tiene aśı
que EndOF

(L) es un OF-orden. Rećıprocamente, sea A un OF-orden y v
en V − {0} entonces L = Av es un OF-ret́ıculo en V (L es claramente un
OF-módulo, L =

⋃
a∈A

av, L es abierto y compacto) y también un A-módulo,

por lo tanto A ⊂EndOF
(L).

3. Definamos porA= {(aij)i,j ∈ A | aij ∈ PF si i < j y aij ∈ OF si i ≥ j}, con-
junto que denotaremos en lo sucesivo por

A=




OF PF · · · PF
...

. . . . . .
...

...
. . . PF

OF · · · · · · OF




Definición 2.1.5. Diremos que un OF−ordenA en A es hereditario (izquier-
do) si todo A−ret́ıculo (izquierdo) es A−proyectivo.

Observación 2.1.6. Sea A un OF−orden en A y A× = A∩A× entonces A×

es un subgrupo abierto y compacto en A×. En efecto, A× = det−1({0}c) es
abierto en A y por definición A es abierto en A, aśı que A× ∩A = A× es un
abierto en A× y claramente A× es tambien compacto en A×.

Definición 2.1.7. Una cadena de OF−ret́ıculos en V es una sucesión L =
{Li | i ∈ Z} de OF−ret́ıculos en V tales que:
1. Li ⊃ Li+1, i ∈ Z.
2. Existe e ∈ Z tal que PFLi = Li+e, i ∈ Z. El entero e (el cual es
únicamente determinado) es llamado el OF−peŕıodo de L.

Ejemplo 2.1.8.
1. Definamos:
L0 = OFe1 + ..................... + OFeN

L1 = OFe1 + ..... + OFeN−1 + PFeN
...

Li = OFe1 + ... + OFeN−i + PFeN−i+1 + ... + PFeN
...

LN = PFe1 + ..................... + PFeN

23



y tenemos que L = {Li | i ∈ Z} es una cadena de OF−ret́ıculos en V con
e = N pues PFLi = Li+N .
2. Sea E una extensión de F de grado N con e(E/F) = e, el ı́ndice de
ramificación de la extensión y f(E/F) = f, el grado de inercia de la extensión.
Lo anterior significa que si OE es el anillo de los enteros de E, PE es el único
ideal primo de OE con elemento uniformizante $E y kE es el cuerpo residual
de E entonces kE es una extensión finita del cuerpo kF de grado, [kE : kF] = f
y $e

E = $F.
Claramente se tiene que OE es un OF−módulo y por lo tanto OE es un

OF−ret́ıculo de E. Si consideramos L = {$i
EOE | i ∈ Z} entonces L es una

cadena de OF−ret́ıculos en E y e(L) = e(E/F) ya que

Li+e = $i+e
E OE = $i

E$FOE = $θE = Le

Definición 2.1.9. Sea L una cadena de OF−ret́ıculos en V . Se define, para
cada n ∈ Z,

Endn
OF

(L) = {x ∈ A/xLi ⊆ Li+n, ∀i ∈ Z}
el cual es una cadena de OF−ret́ıculos en A.

Observación 2.1.10. Se puede probar que

A = End0
OF

(L) = {x ∈ A | xLi ⊆ Li, i ∈ Z}

es un OF−orden en A, el cual es hereditario, y rećıprocamente; todo OF-
orden hereditario en A esta determinado por una cadena L de OF−ret́ıculos.
Esto último significa que podemos recuperar la cadena de ret́ıculos L desde
el orden A, salvo cambio de ı́ndices. La cadena L es precisamente el conjunto
de todos los A−ret́ıculos en V.

En otras palabras, L ↔ A(L) da una biyección entre el conjunto de las
cadenas de OF-ret́ıculos en V y el conjunto de OF-ordenes hereditarios en A
la cual invierte la inclusión, esto es: L1 ⊂ L2 si y solamente si A(L1) ⊃ A(L2)

Definición 2.1.11. Un orden hereditario A(L) en A es llamado un orden
hereditario principal si [Li : Li+1] = [Lj : Lj+1] para todos i, j ∈ Z.

Ejemplo 2.1.12.
1. Definamos la cadena L de OF−ret́ıculos en F4 por:

L0 = OFe1 + OFe2 + OFe3 + OFe4

L1 = PFe1 + PFe2 + OFe3 + OFe4

L2 = PFe1 + PFe2 + PFe3 + PFe4
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y es claro que Li/Li+1 ' k × k, por lo tanto el OF−orden hereditario

A(L) = {a ∈ A | aLi ⊆ Li, i ∈ Z} =

[
M2(OF) M2(PF)
M2(OF) M2(OF)

]

determinado por la cadena L la cual es principal.

2.- La cadena L de OF−ret́ıculos en F4 definido por:

L0 = OFe1 + OFe2 + OFe3 + OFe4

L1 = PFe1 + OFe2 + OFe3 + OFe4

L2 = PFe1 + PFe2 + PFe3 + OFe4

L3 = PFe1 + PFe2 + PFe3 + PFe4

es tal que L0/L1 ' k y L1/L2 ' k3, por lo tanto el OF−orden hereditario
A(L) determinado por esta cadena no es principal.

Observación 2.1.13. Sea N = N1 + N2 + .....Ne una partición ordenada de
N . Definamos la cadena de OF−ret́ıculos L por:

L0 = OFe1 + ...................................... + OFeN

L1 = PFe1 + ... + PFeN1 + OFeN1+1... + OFeN

...
...

...
...

...

Li = PFe1 + ... + PFeNi
+ OFeNi+1..... + OFeN

...
...

...
...

...

Le = PFe1 + ......................................... + PFeN

Entonces tenemos lo siguiente:
1. Li/Li+1 ' k

Ni+1

F

2. Li/Le ' k
Ni+1+......+Ne

F

3. gL1g
−1 = L2 si y solamente si (N1, ......., Ne) es igual para ambas. Esto

es, cada partición de N = N1 + ..... + Ne determina una cadena L salvo
conjugación.
4. El conjunto de las particiones ordenadas de N determina las órbitas en
X = {L | L es una cadena de ret́ıculos} bajo la acción de G por conjugación
sobre X.

Ejemplo 2.1.14. Consideremos N = 3, aśı tenemos las siguientes parti-
ciones:

1. (1, 1, 1) ! L0 =





L0
0 = OFe1 + OFe2 + OFe3

L0
1 = PFe1 + OFe2 + OFe3

L0
2 = PFe1 + PFe2 + OFe3

L0
3 = PFe1 + PFe2 + PFe3

! A0
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donde A0 =




OF PF PF

OF OF PF

OF OF OF




2. (1, 2) ! L1 =





L1
0 = OFe1 + OFe2 + OFe3

L1
1 = PFe1 + OFe2 + OFe3

L1
2 = PFe1 + PFe2 + PFe3

! A1

donde A1 =




OF PF PF

OF OF OF

OF OF OF




3. (2, 1) ! L2 =





L2
0 = OFe1 + OFe2 + OFe3

L2
1 = PFe1 + PFe2 + OFe3

L2
2 = PFe1 + PFe2 + PFe3

! A2

donde A2 =




OF OF PF

OF OF PF

OF OF OF




4. (3, 0) ! L3 =

{
L3

0 = OFe1 + OFe2 + OFe3

L3
1 = PFe1 + PFe2 + PFe3

! A3

donde A3 =




OF OF OF

OF OF OF

OF OF OF




Además tenemos que:

OrbG(L0) = {gL0 | g ∈ G}

StabG(L0) = {g ∈ G | gL0 = L0}

= {g ∈ G | ∃j(g) ∈ Z, gL0
i = L0

i+j(g)}

Proposición 2.1.15. Sea A el orden hereditario en A determinado por una
cadena de OF−ret́ıculos L = {Li | i ∈ Z} y sea U = A× el subgrupo de G de
todas las unidades del anillo A. Entonces StabG(L) = NG(U).
Demostración:

Si g ∈ NG(U) entonces g−1ug(Li) = Li, para todo i ∈ Z, aśı ugLi = gLi

para todo i ∈ Z, o sea StabG(gL) = U y como A determina L entonces
G/U ' OrbG(L). Luego gL = L lo cual implica que gLi = Li+j(g) esto es
g ∈ StabG(L). Rećıprocamente, si g ∈ StabG(L) entonces gL = L, lo que
significa que ∃j(g) ∈ Z tal que gLi = Li+j(g) para todo i ∈ Z y aśı agLi =
a(Li+j(g)) ⊂ Li+j(g) = gLi, para a en A× y esto nos dice que g−1agLi ⊂ Li lo
que equivale a decir que g−1ag ∈ A× y por lo tanto g ∈ NG(U).
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Observación 2.1.16.
Los ret́ıculos Endn

OF
(L) son (A,A)−bimódulos. En particular, End1

OF
(L) =

P corresponde a ser el radical de Jacobson de A. Como ideal fraccionario de
A, el radical P es invertible y tenemos además,

Pn = Endn
OF

(L) (n ∈ Z)

y se verifica que,

PnLi = Li+n (n ∈ Z)

Si e = e(L) es el peŕıodo de la cadena de ret́ıculos L entonces,

Pe = PFA
Si A es un orden hereditario principal entonces P = πA donde π es un

elemento de A tal que πe = $F1N

Expĺıcitamente tenemos:
Li = PFe1 + ...... + PFefi + OFefi+1 + ...... + OFeN

con f = N
e
, i = 0, ..., e− 1 y PFLi = Li+e y

π =




0f 0f . . . 0f $F1f

1f 0f
. . . 0f

0f 1f
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
...

0f . . . 0f 1f 0f




la cual es una matriz de tamaño e×e donde cada entrada es de tamaño f×f
y 0f representa la matriz nula de tamaño f × f y 1f es la matriz identidad
de tamaño f × f. Aśı, A son las matrices de tamaño e × e con entradas en
bloques de tamaños f × f ,

A =




Mf (OF) · · · · · · Mf (OF) Mf (PF)
... Mf (OF)
...

...
...

...
Mf (OF) · · · · · · Mf (OF) Mf (OF)




y aśı se tiene claramente que,

P = πA =




Mf (PF) . . . . . . . . . Mf (PF)

Mf (OF)
. . .

...
...

. . . . . .
...

...
. . . Mf (PF)

...
Mf (OF) . . . . . . Mf (OF) Mf (PF)
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Definición 2.1.17. Si A es un orden hereditario se define Un = 1 + Pn,
U0 = U = A× y K = NG(U).

Ejemplo 2.1.18.
Si consideramos A = MN(OF) y P = MN(PF) entonces es claro que la

correspondiente cadena L es:

L0 = OFe1 + ........ + OFeN

L1 = PFe1 + ........ + PFeN

y e(L) = 1, L0/L1 ' kN y L1/L1 = {0} . Aśı tenemos la bandera incompleta
B0 = {{0} , kN} y es claro que bajo la acción de GL(N, k) sobre las ban-
deras incompletas se tiene que StabG(B0) = GL(N, k), esto es el subgrupo
parabólico maximal. En esta situación tenemos:
a) π = $F1N , y el polinomio caracteŕıstico asociado a π es cπ(x) = (x−$F)N

b) Pn = MN(P n
F)

c) U = A× = GLN(OF)
d) K = NG(U) = F×U el cual es compacto módulo el centro de G.
e) Un = 1 +Pn es una familia de subgrupos abiertos compactos de GLN(F).

Podemos decir que A = MN(OF) es un orden hereditario no ramificado.
Ahora consideremos la cadena L dada por:

L0 = OFe1 + ........ + OFeN

L1 = PFe1 + ........ + OFeN
...

...
...

LN−1 = PFe1 + ........ + PFeN

entonces A =




OF PF . . . PF
...

. . .
...

...
. . . PF

OF . . . . . . OF


 y P =




PF . . . . . . PF

OF
. . .

...
...

. . . PF

OF . . . OF PF


.

En esta situación se verifican las siguientes propiedades

a) π =




0 . . . 0 $F

1 0 . . . 0

0
...

...
...

0 . . . 1 0




y el polinomio caracteŕıstico asociado a π es

cπ(x) = xN −$F el cual es irreducible en F [x] .
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b) U = A× =




O×
F PF . . . PF

OF
. . .

...
...

. . . PF

OF . . . OF O×
F




c) K = NG(U) = 〈π〉 U el cual es compacto módulo el centro de G.
d) Un = 1+Pn es una familia de subgrupos abiertos compactos de GLN(F).

En este caso podemos decir que A es un orden hereditario totalmente
ramificado.

Proposición 2.1.19. El NG(U) = K es un subgrupo abierto de G y com-
pacto módulo el centro de G.
Demostración:

El grupo F×U esta siempre contenido en K de donde se obtiene que K
es abierto. En efecto, K =

{
x ∈ G/∃j(x) ∈ Z talque xLi = Li+j(x) ∀i ∈ Z

}
entonces K ⊃ U pues uLi = Li. Por otra parte si x ∈ F× entonces x = $z

Fa,
z ∈ Z, a ∈ O×

F , entonces $z
FaLi = $z

FLi = PezLi = Li+ez (PeLi = Li+e y
Pe = PF1N) aśı que K ⊃ F× y por lo tanto K ⊃ F×U .

Ahora no es dificil ver que K = {g ∈ G/gL = L} aśı la acción de K sobre
L es una acción por automorfismo de Z, con lo cual se obtiene que

K/F×U ' Z/eZ

lo que significa que K es compacto módulo el centro del grupo G.

Observación 2.1.20. En general se tiene que dado un orden hereditario A
cualquiera entonces U = A×es un subgrupo compacto maximal del grupo G
y K es un subgrupo de G el cual es compacto módulo el centro y es maximal
con esta propiedad.

2.2. Entrelazamiento de representaciones.

Recordemos que ψ ∈ F̂×, con conductor PF, aśı podemos definir un
carácter ψb : A −→ C×, de manera que para b ∈ A se tenga,

ψb(x) = ψ(tr(bx)) (x ∈ A)

De esta forma, si Â denota el dual de Pontrjagin de A entonces la función
definida por b → ψb es un isomorfismo entre A y Â. Ver [Bu 2].

Por otra parte si A es un orden hereditario en A y P es el radical de
Jacobson de A entonces cada Pn es un OF−submódulo de A = MN(F).
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Aśı tenemos la siguiente sucesión,

1 −→
{

ψb ∈ A | ϕb|Pn+1
≡ 1

}
−→ Â −→ P̂n+1 −→ 1

En efecto,

ψb|
Pn+1

≡ 1 ⇐⇒ tr(bx) ∈ Ker ψ ∀x ∈ Pn+1

⇐⇒ tr(bx) ∈ PF ∀x ∈ Pn+1

Ahora definamos (Pn+1)∗ = {b ∈ A | tr(bx) ∈ PF,∀x ∈ Pn+1} . No es dif́ıcil
probar que (Pn+1)∗ = P−n y aśı tenemos que

Â/(Pn+1)∗ ' A/P−n ' P̂n+1

y por lo tanto la función b −→ ψb induce el isomorfismo:

P−n/P−r ' ̂(Pr+1/Pn+1)

cuando n ≥ r.
Por otra parte, si r, n son enteros tales que n ≥ r ≥ [

n−1
2

]
entonces

tenemos el isomorfismo canónico φ : U r+1/Un+1 → Pr+1/Pn+1 de modo que
x → x− 1. En efecto,

xy = (1 + x)(1 + y) = (1 + x + y + xy)− 1 = x + y

Luego φ define un isomorfismo entre

̂(U r+1/Un+1) ' ̂(Pr+1/Pn+1) ' P−n/P−r

definiendo ψb(x) = ψ(tr(b(x− 1)), para x ∈ U r+1/Un+1.
Observamos que U r+1/Un+1 es un grupo finito isomorfo a Pr+1/Pn+1 aśı

que ̂(U r+1/Un+1) es el conjunto de carácteres de un grupo abeliano finito.

Ejemplo 2.2.1.
Sea A = M4(F) y G = GL4(F), y consideremos el orden hereditario prin-

cipal

A =




OF PF PF PF

OF OF PF PF

OF OF OF PF

OF OF OF OF


 , P =




PF PF PF PF

OF PF PF PF

OF OF PF PF

OF OF OF PF


 y aśı tenemos que,
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πL =




0 0 0 $
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0


 y π−1

L =




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
$−1 0 0 0




Claramente podemos observar que,

A ⊃ ....... ⊃ P−n ⊃ ... ⊃ P−2 ⊃ P−1 ⊃ A ⊃ P ⊃ P2 ⊃ ...... ⊃ Pn ⊃ .......

y aśı el conjunto {Pz | z ∈ Z} es un sistema fundamental de vecindades de
A y tenemos

P−1 = π−1
L A =




OF OF PF PF

OF OF OF PF

OF OF OF OF

OF OF OF OF




y

P−2 = π−2
L A = π−1

L P−1 =




OF OF OF PF

OF OF OF OF

OF OF OF OF

P−1
F P−1

F OF OF




por lo tanto

Û2/U3 ' P̂2/P3 ' P−2/P−1 '




0 0 k 0
0 0 0 k
0 0 0 0
k k 0 0




el cual es un grupo abeliano finito.

Lema 2.2.2. Sean S y T OF−ret́ıculos en A, y S∗ = {x ∈ A | tr(xS) ⊂ PF}
entonces

1. S∗∗ = S

2. (S + T )∗ = S∗ ∩ T ∗

3. (S ∩ T )∗ = S∗ + T ∗

Demostración:
1. Como S es un OF−ret́ıculo en A existe una base B = {vij | 1 ≤ i, j ≤ N}

en A tal que (S es un OF−módulo finitamente generado con una base de A).

S =
⊕

1≤i,j≤N

OFvij
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Dado x ∈ S∗, < x, s >= tr(xs) ∈ PF, para todo s ∈ S. Esto es, tr(x
∑
i,j

αijvij) =
∑
i,j

αijtr(xvij) el cual es un elemento de PF. Lo anterior equivale a decir que

tr(xvij) ∈ PF para todo 1 ≤ i, j ≤ N. Aśı,

S∗ =
⊕

1≤i,j≤N

PFv∗ij

donde B∗ =
{
v∗ij/1 ≤ i, j ≤ N

}
es la base dual de B. De la misma forma

podemos demostrar que:

S∗∗ =
⊕

1≤i,j≤N

OFv∗∗ij = S

2. (S + T )∗ = {x ∈ A | tr(x(s + T )) ∈ PF}
= {x ∈ A | tr(xS) + tr(xT ) ∈ PF}
= {x ∈ A | tr(xS) ∈ PF} ∩ {x ∈ A | tr(xT ) ∈ PF}
= S∗ ∩ T ∗

3. (S∗ + T ∗) = S∗∗ ∩ T ∗∗ = S ∩ T
y S∗ + T ∗ = (S∗ + T ∗)∗∗ = (S ∩ T )∗

Desde el teorema de Mackey tenemos que dado representaciones σ de K
y τ de H con H subgrupo cerrado de G y K subgrupo abierto de G y tal
que K es compacto en H�G entonces,

HomG(c− IndG
K σ, c− IndG

H τ) '
⊕

H8G/K

HomxHx−1∩K(σ, τx)

y de ah́ı la importancia de conocer como es el HomxHx−1∩K(σ, τx) en ciertos
casos y aśı tenemos la siguiente,

Definición 2.2.3. Sea A un orden hereditario en A, P su radical de Ja-
cobson y Un = 1 + Pn, n ∈ Z. Se define el conjunto I(ψb1 , ψb2) de todos los

entrelazamientos entre los caracteres ψb1 y ψb2 de ̂(Un/Un+1) por:

I(ψb1 , ψb2) =
{
x ∈ G | HomxUnx−1∩Un(ψb1 , ψ

x
b2

) 6= (0)
}

Proposición 2.2.4. Dado el conjunto I(ψb1 , ψb2), de todos los entrelaza-

mientos entre los caracteres ψb1 y ψb2 de ̂(Un/Un+1), se tiene que:

I(ψb1 , ψb2) =
{
x ∈ G | (b1 + P1−n) ∩ x(b2 + P1−n)x−1 6= φ

}
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Demostración:
Como ψb1 , ψ

x
b2

son caracteres se tiene que HomxUnx−1∩Un(ψb1 , ψ
x
b2

) 6= ∅
implica ψb1 = ψx

b2
sobre xUnx−1∩Un. Esto significa que ψb1(y) = ψx

b2
(y) para

todo y ∈ xUnx−1 ∩ Un, esto es:

ψ(tr(b1(u− 1))) = ψ(tr(b2(x
−1yx− 1))); y ∈ x(1 + Pn)x−1 ∩ (1 + Pn)

= ψ(tr(b2x
−1(y − 1)x)); y − 1 ∈ xPnx−1 ∩ Pn

= ψ(tr(xb2x
−1(y − 1))); y − 1 ∈ xPnx−1 ∩ Pn

donde ψ ∈ F̂+ es el carácter que se fijó anteriormente. Aśı,

ψ(tr(b1(y − 1)))ψ−1(tr(xb2x
−1(y − 1))) = 1

ψ(tr(b1(y − 1)− xb2x
−1(y − 1)) = 1

ψ(tr([b1 − xb2x
−1] (y − 1)) = 1; para y − 1 ∈ xPnx−1 ∩ Pn)

Luego tenemos que tr([b1 − xb2x
−1] (y−1)) ∈ PF, de donde se obtiene que

tr([b1 − xb2x
−1] (xPnx−1 ∩ Pn) ⊂ PF lo cual quiere decir que b1 − xb2x

−1 ∈
(xPnx−1∩Pn)∗ que es igual, por el lema anterior, a (xPnx−1)∗+(Pn)∗ luego,

b1 − xb2x
−1 ∈ (xPnx−1)∗ + (Pn)∗ y esto implica b1 ∈ xb2x

−1 + (xPnx−1)∗ +
(Pn)∗, esto es
b1 = r + s ∈ xb2x

−1 + (xPnx−1)∗ + (Pn)∗ lo que equivale a

b1−s ∈ xb2x
−1+(xPnx−1)∗∩(Pn)∗ luego s ∈ xb2x

−1+(xPnx−1)∗∩b1+(Pn)∗

aśı que xb2x
−1 + (xPnx−1)∗ ∩ b1 + (Pn)∗ 6= ∅ de donde podemos concluir que

(b1 + P1−n) ∩ x(b2 + P1−n)x−1 6= ∅
Rećıprocamente, si x ∈ G tal que

(b1 + P1−n) ∩ x(b2 + P1−n)x−1 6= ∅
entonces existe z = b1 +α y z = x(b2 +β)x−1 con α, β ∈ P1−n. Aśı, ψα|Un

≡ 1
y ψβ|Un

≡ 1. Ahora, dado y ∈ Un,

ψb1+α(y) = ψtr((b1 + α)(1− y))
= ψtr(b1(1− y) + α(1− y))
= ψ [tr(b1(1− y)) + tr(α(1− y))]
= ψtr(b1(1− y))ψtr(α(1− y))
= ψb1(y)ψα(y) = ψb1(y)
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Ahora dado y ∈ xUnx−1, ψx(b2+β)x−1(y) = ψx
b2

(y) por lo tanto ψb1(y) =
ψ×b2(y) para cualquier y ∈ xUnx−1 ∩ Un, lo cual significa que

HomxUnx−1∩Un(ψb1 , ψ
x
b2

) 6= ∅
es decir, x ∈ I(ψb1 , ψb2).

Ejercicio.2.2.5.
1. Sea K un subgrupo abierto compacto módulo el centro de G. Sea σ

una representación irreducible de K. Probar que σ es de dimensión finita.
2. Si I(σ, σ) = {x ∈ G | HomxKx−1∩K(σ, σx) 6= φ} entonces IndG

K σ es
irreducible si y solamente si I(σ, σ) = K (Ayuda: Probar que IndG

K σ =
c− IndG

K σ es crucial para aplicar el teorema de Mackey.)

2.3. Elementos Cuspidales

Sea A un orden hereditario principal con periodo e asociado a la cadena
de OF−ret́ıculos L = {Li | i ∈ Z}. Además P denota, al igual que siempre,
el radical de Jacobson de A. Esto es, dado V = FN y una base de V como
F−espacio vectorial entonces, N = fe, PFLi = Li+e y dimk(Li/Li+1) = f.

Ahora si consideramos Li/Li+1 y Li+e/Li+e+1 como k
F
−espacios vectori-

ales (k
F

= OF/PF) entonces podemos definir la función

φ : Li/Li+1 −→ Li+e/Li+e+1

φ(x + Li+1) = πFx + Li+e+1 el cual es un k
F
−isomorfismo. En efecto, πFx +

Li+e+1 = Li+e+1 si y solamente si x ∈ Li+1 lo que significa que φ esta bien
definida y es una función inyectiva. Además, como πFLi = Li+e entonces φ
es sobreyectiva. Aśı podemos identificar Li/Li+1 con Li+e/Li+e+1.

Por otra parte, dado un elemento α ∈ A podemos definir la función
kF−lineal: αi : Li/Li+1 −→ Li/Li+1 de manera que x + Li+1 es enviado en
α(x) + Li+1 y como α ∈ A entonces α(Li) ⊂ Li.

Aśı tenemos que, con la identificación hecha anteriormente y los kF−endomor-
fismos αi de Li/Li+1, podemos definir,

∅ : A −→
e−1⊕
i=0

EndOF/PF
(Li/Li+1)

por: ∅(α) = (α0, ......, αe−1) el cual es un epimorfismo de anillos con Ker ∅ =
P .

En efecto, claramente es un epimorfismo de anillos y para cualquier i =
0, ..., e − 1 se tiene que αi(x + Li+1) ∈ Li+1 si y solamente si α(x) ∈ Li+1,
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para cualquier x ∈ Li+1 lo cual significa que α(Li) ⊂ Li+1 esto es α ∈ P . Por
lo tanto,

A/P '
e−1⊕
i=0

EndOF/PF
(Li/Li+1)

Ejemplo 2.3.1.
Si V = F4 y L es tal que e(L) = 2 entonces

A =




OF OF PF PF

OF OF PF PF

OF OF OF OF

OF OF OF OF




y

P =




PF PF PF PF

PF PF PF PF

OF OF PF PF

OF OF PF PF


 =




0 0 $F 0
0 0 0 $F

1 0 0 0
0 1 0 0


A

Aśı tenemos que:

A/P '




kF kF 0 0
kF kF 0 0
0 0 kF kF

0 0 kF kF


 ' M2(kF)

⊕
M2(kF).

Lo anterior es general. Como Li/Li+1 ' Li+1/Li+2 y esto vale para todo
i = 0, ...., e− 1 entonces podemos identificar

EndOF/PF
(Li/Li+1) ' Mf (kF)

Aśı obtenemos el siguiente diagrama:

A/P ψ−→ Mf (kF)× · · · ×Mf (kF)
g + P Ã (g0, ....................ge−1)

º ↓ ↓ º σ
π−1
L gπL + P Ã (g1, g2, ........ge−1, g0)

A/P ψ−→ Mf (kF)× · · · ×Mf (kF)

Claramente tenemos: π−1
L gπL(Li) = π−1

L g(Li+1) ⊂ π−1
L (Li+1) = Li aśı,

π−1
L gπL ∈ A.
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Por otra parte, dado g ∈ A/P , si ψ(g) = (g0, ..., ge−1) entonces

ψ(π−1
L gπL) = (g1, g2, ........ge−1, g0) = σ(g0, ..., ge−1)

En efecto, si πL =




0 . . . . . . 0 $F1f

1f 0 . . . . . . 0
...

. . .
...

... 0
...

0 . . . . . . 1f 0




entonces

π−1
L




g0 0 . . . . . . 0

0
. . .

...
...

. . .
...

...
. . . 0

0 . . . . . . 0 ge−1




πL =




g1 0 . . . . . . 0

0 g2
...

...
. . .

...
... ge−1 0
0 . . . . . . 0 g0




Denotemos por σ : Mf (k)e −→ Mf (k)e definido por,

σ(g0, ...., ge−1) = (g1, g2, ........ge−1, g0)

La función σ es un automorfismo de anillos. Observe que σ es una per-
mutación ćıclica de orden e, esto es

σe = Id

y σm(g0, ..., ge−1) = (gm, gm+1, ..., ge−1, g0, ...gm−1), m = 1, ...., e y e + k ≡
k(mod e)

Por otra parte consideremos la función:

ϕ : Pm/Pm+1 −→ A/P

definida de manera que b +Pm+1 es enviado en $−m
F be +P . Función la cual

esta bien definida pues $−m
F be(Li) = (πe

L)
−mbe(Li) ⊂ π−em

L Li+me = Li. Aśı
entonces $−m

F be ∈ A. Como Pm = πm
LA entonces dado b ∈ Pm existe b0 ∈ A

talque b = πm
L b0.

Con todo esto tenemos que ψ(π−m
L gπm

L ) = σm(g0, ...., ge−1) para m =
0, ......,
e− 1. Ahora tenemos que:

Pm/Pm+1 ϕ−→ A/P ψ−→ Mf (kF)e

πm
L b0 = b + Pm+1 Ã $−m

F (πm
L b0)

e Ã ψ($−m
F be) = (β0, ...., βe−1)
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y como $−m
F 1N = (πe

L)
−m entonces:

π−m
F be = (π−m

L )e(πm
L b0)

e

= π−m
L .......π−m

L︸ ︷︷ ︸
e

πm
L b0π

m
L b0......π

m
L b0︸ ︷︷ ︸

e

= π−m
L ......π−m

L︸ ︷︷ ︸
e−1

(b0π
m
L )(b0π

m
L )......(b0π

m
L )b0︸ ︷︷ ︸

e−1

y esto último es igual a[
(π−m
L )e−1b0π

m(e−1)
L

] [
π
−m(e−2)
L b0π

m(e−2)
L

]
...

[
π−2m
L b0π

2m
L

] [
π−m
L b0π

−m
L

]
b0

Aśı entonces:

ψ($−m
F be) = ψ(π

−m(e−1)
L b0π

m(e−1)
L )......ψ(π−m

L b0π
m
L )ψ(b0)

Ahora, si denotamos por τ = σm y por ψ(b0) = (α0, α1, ..., αe−1) entonces
ψ($−m

F be) es igual a

σm(e−1)(α0, α1, .., αe−1)σ
m(e−2)(α0, .., αe−1)...σ

m(α0, .., αe−1)(α0, .., αe−1) y
esto es igual a τ e−1(α0, .., αe−1)τ

e−2(α0, .., αe−1).....τ(α0, ..., αe−1)(α0, .., αe−1)

Como:

τ(α0, ..., αe−1) = σm(α0, ..., αe−1) = (αm, αm+1, .., αe−1, α0, α1, ..., αm−1)

τ 2(α0, ..., αe−1) = σ2m(α0, .., αe−1) = (α2m, α2m+1, .., αe−1, α0, α1, ..., α2m−1)

...
τ e−1(α0, .., αe−1) = σ(e−1)m(α0, .., αe−1)

= (α(e−1)m, α(e−1)m+1, .., αe−1, α0, α1, .., α(e−1)m−1)

entonces si ψ($−m
F be) = (β0, ..., βe−1) tenemos que (β0, ..., βe−1) es igual a

(α(e−1)m, .., αe−1, α0, α1, .., α(e−1)m−1)... . . . . . . (α0, .........., αe−1)

por lo tanto:

β0 = α(e−1)mα(e−2)m............αmα0 ∈ Mf (k)

β1 = α(e−1)m+1α(e−2)m+1......αm+1α1 ∈ Mf (k)
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...
...

βe−1 = α(e−1)m−1α(e−2)m−1....αm−1αe−1 ∈ Mf (k)

de donde podemos concluir lo siguiente:
1. Si (m, e) = 1 entonces la permutación ćıclica σm = τ genera el grupo de

permutaciones ćıclicas.
2. Los endomorfismos βi son todas invertibles o bien son todos no invertibles.
3. Si los endomorfismos βi son invertibles todos entonces son conjugados
entre ellos. [B(AB)B−1 = BA]

Ejemplo 2.3.2. Sea

A =




OF OF PF PF

OF OF PF PF

OF OF OF OF

OF OF OF OF


 ,

P =




PF PF PF PF

PF PF PF PF

OF OF PF PF

OF OF PF PF


 =




0 0 $F 0
0 0 0 $F

1 0 0 0
0 1 0 0


A

y A/P ' M2(kF)
⊕

M2(kF)

Observemos lo siguiente:

L0 = OF + OF + OF + OF L0/L2 ' k4
F

L1 = PF + PF + OF + OF L1/L2 ' k2
F

L2 = PF + PF + PF + PF L2/L2 ' {0}

Sea X = {l0 < l1 < l2 = k4
F | dimK(li/li−1) = 2} el espacio de las banderas

y G = GL4(kF), el cual actua sobre X transitivamente. Si b0 denota la

bandera {0} < k2 < k4, entonces StabG(b0) = P =


 Gl2(kF)

0 0
0 0

M2(kF) GL2(kF)




el cual corresponde ser un subgrupo parabólico de GL4(kF).
Por otra parte, si consideramos la función que envia a todo elemento del

grupo A× =

[
GL2(OF) M2(PF)
M2(OF) GL2(OF)

]
al cuociente módulo PF entonces la
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imágen es el grupo P =


 GL2(kF)

0 0
0 0

M2(kF) GL2(kF)




El subgrupo A× de GL4(OF) es llamado un subgrupo Parahorico de
GL4(OF) y de alguna manera todo orden hereditario corresponde a algún
grupo Parahorico de GL4(OF).

Definición 2.3.3.
Sea b ∈ P−n/P1−n. El elemento b se dice e−cuspidal de nivel −n si

(n, e) = 1 y $n
Fbe ∈ A/P es una e−upla de OF /PF endomorfismos con

polinomios caracteŕısticos irreducibles sobre kF.

Ejemplo 2.3.4. Sea

A =




OF PF PF

OF OF PF

OF OF OF


 ,

P =




PF PF PF

OF PF PF

OF OF PF


 =




0 0 $F

1 0 0
0 1 0


A.

Aśı tenemos que P−2 =




OF OF OF

P−1
F OF OF

P−1
F P−1

F OF


 y P−1 =




OF OF PF

OF OF OF

P−1
F OF OF


 .

Sea b =




0 0 1
$−1 1 0
$−1 $−1 0


 ∈ P−2 − P−1 entonces

$2
Fb3 = $2

F




$−2 $−1 $−1

$−1 + $−2 1 + $−2 $−1

2$−2 $−1 + $−2 $−2


 =




1 $ $
1 + $ 1 + $2 $
2 1 + $ 1




el cual es un elemento de A/P .

En este caso (2, 3) = 1 y




1 $ $
1 + $ 1 + $2 $
2 1 + $ 1


 ≡




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 (modP)

de donde se tiene que b ∈ P−2/P−1 es un elemento 3−cuspidal de nivel −2
ya que A/P ' M1(kF)3 y por lo tanto el elemento $2

Fb3 de A/P es enviado
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en (1, 1, 1) de M1(kF)3. Además tenemos que F [b] ⊃ F y [F [b] : F] = 3 con
f = 1 y e = 3

Observación 2.3.5. Diremos que un elemento b ∈ MN(F) es e−cuspidal si
existe n ∈ Z talque b ∈ Pn y módulo Pn+1es e−cuspidal.

Ejercicio 2.3.6.
1. Demuestre que si g ∈ NG(U) y b ∈ Pn/Pn+1 es e−cuspidal entonces

gbg−1 es un elemento e−cuspidal.
2. Probar que si x ∈ A es invertible módulo P entonces x es invertible

en A y por lo tanto en MN(F). [Ayuda: considere xy = 1 + p y estudie la

serie 1
1+p

∞∑
n=0

(−1)npn

3. Todo elemento e−cuspidal es invertible en MN(F).

Proposición 2.3.7. Sea b un elemento e−cuspidal de MN(F) entonces:
1. El elemento b es un elemento regular y eĺıptico en MN(F) (esto significa
que b es invertible y con polinomio caracteŕıstico irreducible en F).
2. La extensión F [b] de F es talque [F [b] : F] = ef y

[
kF[b] : kF

]
= f.

3. Para cualquier r en Z se tiene que Pr ∩ F [b] = P r
F[b].

4. El grupo multiplicativo F [b]× es un subgrupo de K = NG(U).
Demostración:

1. Asumiremos que: dado A ∈ MN(F), α01N + .... + αN−1A
N−1 es inver-

tible para todo αi ∈ F (0 ≤ i ≤ N − 1) si y solamente si A es regular y el
polinomio caracteŕıstico de A es irreducible. (Ejercicio)

Sea ahora b un elemento e−cuspidal en P−n/P1−n. Anotemos por b0 =
$n

Fbe ∈ A/P y ya sabemos entonces que ψ(b0) es una e−upla de matrices
regulares eĺıpticas.

Probaremos que, dado un polinomio cualquiera p(x) = α0 + α1x + ... +
αN−1x

N−1 entonces p(b) es invertible.
Si νF designa la valuación sobre F, consideremos el conjunto:

I = {i ∈ {0, ..., N − 1} | νF(αi)e + (−n)i es mı́nimo}

El hecho que (n, e) = 1 implica que si i, i′ ∈ I entonces i ≡ i′(mod e). En
efecto, si νF(αi)e + (−n)i = M y νF(αi′)e + (−n)i′ = M entonces: (−n)(i−
i′) = [νF(αi)− νF(αi′)] e y como (e, n) = 1 entonces e divide a i − i′ o sea
i ≡ i′(mod e).

Sea ahora i0 = min(I) y J =
{

i−i0
e
| i ∈ I

}
entonces podemos escribir:

a =
∑
i∈I

αib
i

40



y claramente tenemos que si I = {i0 ≤ i1 ≤ ... ≤ is}

a =
∑
i∈I

αib
i = αi0b

i0 + α1b
i1 + ...... + αisb

is

= = bi0(αi0 + α1b
i1−i0 + .... + αisb

is−i0)

y entonces

bik−i0 = be
(ik−i0)

e =


$−n

F ($n
Fbe

︸ ︷︷ ︸
b0

)




ik−i0
e

=
[
$−n

F b0

] ik−i0
e

= $
−n(

ik−i0
e

)

F b
ik−i0

e
0

= $−njk

F bjk
0 ; con jk ∈ J

y aśı tenemos que:

a =
∑
i∈I

αib
i = bi0(αi0+αi0$

−nj1
F bj1

0 + αi2$
−nj2
F bj2

0 + .... + αis$
−njs

F bjs

0 )

= bi0(
∑
j∈J

αi0 + ej$
−nj
F bj

0)

Si denotamos por βi0+ej = αi0+ej$
−nj
F entonces ambos elementos en F

tienen la misma valuación la cual se puede suponer nula ( es suficiente mul-
tiplicar p(x) por constantes)

Por lo tanto:
a = bi0(

∑
i∈J

βi0+ejb
j
0)

y
∑
i∈J

βi0+ejb
j
0 ∈ A y es invertible módulo P .

En efecto b0 = $n
Fbe ∈ A− P y entonces bj

0 ∈ A y

∑
i∈J

βi0+ejb
j ∈ A

es una combinación lineal de elementos βi0+ej ∈ O×
F ( supusimos νF(βi0+ej) =

0) el cual tiene un polinomio minimal de grado f ( el polinomio caracteŕıstico
de b0 es cb0

(x) = (r(x))e con r(x) ∈ kF [x] irreducible de grado f ) entonces

módulo P tenemos que:
∑
i∈J

βi0+ejb
j

0 es invertible. Luego, aplicando el ejercicio
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2 de 2.3.6. se tiene que k =
∑
i∈J

βi0+ejb
j
0 es invertible en A. Aśı a = bi0k y

entonces: p(b) =
∑
i∈I

αib
i +

∑
i/∈I

αib
i. Luego

p(b) = bi0k +
∑

i/∈I

αib
i

y como b es e−cuspidal entonces (ejercicio 3 de 2.3.6.) b es invertible y aśı:

k−1b−i0p(b)− 1 =
∑

i/∈I

k−1b−i0αib
i

Ahora, b ∈ P−n entonces bi ∈ P−ni y b−i0 ∈ Pni0 y bi0bi ∈ Pni0−ni ⊂ P .
En efecto, como i /∈ I entonces (−n)i + νF(αi)e > (−n)i0 + νF(αi0)e y al
igual que antes (módulo multiplicar por una constante el polinomio p(x))
podemos suponer que νF(αi) = νF(αi0) = 0 y por lo tanto −ni > −ni0, esto
es ni0 − ni > 0 lo cual implicaPni0−ni ⊂ P .

Luego

k−1b−i0p(b) = 1 +
∑

i/∈I

k−1b−i0αib
i ∈ U

y aśı

p(b) = kbi0

(
1 +

∑

i/∈I

k−1b−i0αib
i

)

es un elemento invertible. Por lo tanto b tiene un polinomio caracteŕıstico i-
rreducible, esto es b es eĺıptico y como NG(U) =< π > U y b ∈ U entonces
F [b]x ⊂ NG(U) (bi ∈ U = A× y aśı

∑
αib

i ∈ U)

2. De lo anterior es inmediato que F [b] ⊃ F y [F [b] : F] = N = ef.
Definamos ahora w : MN(F) −→ Z∪{∞} por w(x) = Sup {n ∈ Z | x ∈ Pn} .

Claramente tenemos que w es una valuación del anillo MN(F), esto es:

i) w(xy) = w(x) + w(y)
y

ii) w(x + y) ≥ min {w(x), w(y)}

Además se tiene que w(b) = −n y que si x ∈ F× entonces w(x) =

w($
νF(x)
F u) con u ∈ O×

F aśı, w(x) = w(πeνF(x)u1N) y u1N ∈ U ⊂ A, entonces
w(x) = eνF(x).
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Aśı tenemos que w : F [b]× −→ Z ∪ {∞} es un homomorfismo (F [b]× ⊂
MN(F)) y es sobreyectivo. En efecto, (w(b), w($F) = 1 entonces dado
cualquier n ∈ Z existen α, β ∈ Z tal que αw(b)+βw($F) = n y por lo tanto
b−α$β

F es un elemento de F [b]× tal que w(b−α$β
F) = αw(b) + βw(πF) = n.

Con todo esto podemos concluir que w es una valuación sobre F [b] la
cual es una extensión de νF, esto es, w = νF ◦N donde N es la norma de la
extensión.

Aśı, podemos concluir que e(F [b] /F) = w($F) = e y entonces
[
kF[b] : kF

]
=

f ya que [F [b] : F] = ef.

3. Claramente tenemos que:
F [b] ∩A =

{
x ∈ F [b] | wF[b](x) ≥ 0

}
= O

F[b]
y como F [b] ⊃ F [b] ∩ Pn ⊃

F [b]∩Pn+1 ⊃ {0} , n ∈ Z es un ret́ıculo de OF[b]−módulos y el único ret́ıculo
de OF[b]−módulos de F [b] es P n

F[b] entonces tenemos:

P n
F[b] = F [b] ∩ Pn ∀n ∈ Z

4. Desde (1) tenemos que b ∈ A× = U y aśı entonces b ∈ NG(U) =< π >
U y por lo tanto F [b]× ⊂ NG(U) = K.

Observemos que la filtración habitual de F [b]× , esta es O×
F[b] = U ⊃ U1 ⊃

..... ⊃ Un ⊃ ... donde Un = 1 + P n
F[b] viene inducida desde la filtración de

K ⊃ U ⊃ U1 ⊃ ..... ⊃ Un ⊃ ... donde Un = 1 + Pn. En efecto,

F [b] ∩ Un = F [b] ∩ (1 + Pn) = 1 + (F [b] ∩ Pn) = 1 + P n
F[b].
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Ejercicio 2.3.8.
1. V es un F [b]−espacio vectorial de dimensión 1.
2. L = {Li | i ∈ Z} es una cadena de OF[b]−ret́ıculos de rango 1.(ver

Proposición 1.2.1. de [BK])

Proposición 2.3.9.
Sean b y b′ dos elementos e−cuspidales en MN(F) y g ∈ G tal que gbg−1 =

b
′
entonces g ∈ NG(U).

Demostración:
Como b′ = gbg−1, se induce un F−isomorfismo lineal entre F [b] y F [b′] ,

aśı se tiene que OF[b] y OF[b′] son isomorfos como OF−módulos. Por otra
parte, si L = {Li | i ∈ Z} es la cadena de OF−ret́ıculos en V = FN entonces
gLi es estable por OF[b′]. En efecto, usando el ejercicio 2 de 2.3.7. tenemos
que:

OF[b′] [gLi] = (gOg−1)
[
gLi

]
=

[
gOF[b]Li

]
= gLi

como b′ es e−cuspidal entonces L = {Li | i ∈ Z} es una cadena de OF[b′]−re-
t́ıculos de rango 1 y entonces gLi ∈ L lo que significa que gLi = Lu(j) para
u : Z −→ Z es una reordenación de lo ı́ndices. Por lo tanto g ∈ NG(U).

Observación 2.3.10.
Desde el ejercicio 1 de 2.3.6. tenemos que si X = {b ∈ MN(F) | b es cuspidal}

entonces K = NG(U) actua sobre X por conjugación. ¿Es esta acción tran-
sitiva?

2.4. Elementos minimales y conjuntos ŕıgidos.

Recordemos que dado una extensión finita E de F nosotros diremos que
b ∈ E es E/F−minimal (o tan solo minimal) si:
(1) E = F [b]
(2) (νE(b), e(E,F)) = 1

(3) β = $
−νE(b)
F be(E,F) + PE genera el cuerpo residual kE extensión de kF.

Proposición 2.4.1.
Si b ∈ E es E/F −minimal entonces

B =

{
bj$

−
[

jνE(b)

e(E/F)

]

F | j = 0, 1, ..., [E/F]− 1

}

es una OF−base para OE. ( [ ] denota la función parte entera )
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Demostración:

Claramente tenemos que xj = bj$
−

[
jνE(b)

e(E/F)

]

F ∈ OE para j = 0, 1, ..., N − 1
si consideramos N = [E/F] .

En efecto,

νE(xj) = jνE(b) + νE($
−e

[
jνE(b)

e

]

E ) = jνE(b)− e

[
jνE(b)

e

]
≥ 0

aśı tenemos que xj ∈ OE.
Por otra parte, como (νE(b), e(E/F)) = (n, e) = 1 entonces existen α, β ∈

Z tal que αn+βe = 1 y por lo tanto el elemento $β
Fbα es tal que νE($β

Fbα) =

βe + αn = 1. Esto es, $β
Fbα ∈ PE y podemos considerarlo el elemento primo

en OE.
Ahora como, $−n

F be es un elemento en OE tal que módulo PE es un
elemento primitivo de la extensión kE de kF, β = $−n

F be + PE genera el
cuerpo kF. Luego, usando Lema 3 en capitulo III sección G en [S1], tenemos
que (

$−n
F be

)i
(
$β

Fbα
)j

(0 ≤ i < f ; 0 ≤ j < e)

forma una OF−base para OE.
Ahora, (

$−n
F be

)i
(
$β

Fbα
)j

= $−ni+βj
F bei+αj

y si k = ei + αj entonces −ni + βj = − [
kn
e

]
.

En efecto, usando el hecho que αn + βe = 1 tenemos:

−
[
(ei + αj)n

e

]
= −

[
in +

αnj

e

]
= −in−

[
j

e
− βj

]
= −in + βj

Aśı, el conjunto

{
bk$

−[ kn
e ]

F | k = 0, ..., N − 1

}
es una OF−base para OE.

Observación 2.4.2. Si E = F[b] y (νE(b), e(E/F)) =1 y{
bk$

−[ kn
e ]

F | k = 0, ..., N − 1

}
es una OF−base para OE entonces b es E/F−

minimal.

En efecto, νE(bk$
−[ kn

e ]
F ) = nk − e

[
kn
e

]
= 0 si y solamente si k = e, 2e, ...,

(f−1)e lo que equivale a decir que
{(

be$−n
F

)k
+ PE | k0, 1, ..., f − 1

}
es una

kF−base de kE.
Esto es, nuestra anterior proposición es realmente una equivalencia.
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Definición 2.4.3. Sea S−n el conjunto de todos los elementos b en P−n tales
que [F [b] : F] = N, b es un elemento F [b] /F−minimal y F [b]× ⊂ K.

Ejercicio.2.4.4.
1. Supongamos (n, e) = 1 y sea b un elemento cuspidal cualquiera de

Pn/Pn+1. Demuestre que:

b ∼
K




0f 1f 0f . . . 0f

0f
. . .

...
...

. . . 0f
... 1f

$FB 0f . . . . . . 0f




tal que F [B] es una extensión de F no ramificada y [F [B] : F] = f con
B ∈ Mf (F) y siendo 0f y 1f la matriz nula y la matriz identidad de Mf (F).

2. Sea b ∈ P−n talque F [b] /F de grado N y F [b]× ⊂ K. Pruebe que si b
no es minimal entonces existe c ∈ P1−n tal que F [b + c] no es un cuerpo de
grado N.

3. Sea b ∈ P−n. Demuestre que:

x(b + P 1−n)x−1 ∩ (b + P 1−n) = φ ∀x /∈ K
si y solamente si,
i). [F [b] : F] = N
ii). F [b]× ⊂ K
iii). b es minimal.

Proposición 2.4.5. Sea b un elemento en P−n − P1−n. El elemento, b es
e−cuspidal de nivel−n si y solamente si b ∈ S−n.

Demostración:
Supongamos que b es e−cuspidal y e = e(F [b] /F) y f = f(F [b] /F).
Por proposición 2.3.7 tenemos que [F [b] : F] = ef y F [b]× ⊂ K y por ser

e−cuspidal entonces (e, n) = 1. Además, del hecho que f = f (F [b] : F) y
$n

Fbe ∈ A/P es una e−upla de OF/PF−endomorfismos con polinomios car-
acteristicos irreducible sobre kF entonces $n

Fbe +PE es un elemento primitivo
de kE/kF. Aśı b ∈ S−n.

Rećıprocamente, dado b ∈ S−n entonces b ∈ P−n − P1−n con (n, e) = 1.
Como β = $n

Fbe ∈ A ∩ F [b] = OF[b] y como P ∩ F [b] = PF[b] entonces

β ∈ OF[b]/PF[b] y OF[b]/PF[b] ⊂ A/P y usando el hecho que:

A/P ψ'
e−1⊕
i=0

EndOF/PF
(Li/Li+1)
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donde ψ es la función definida por ψ(α) = (α0, ..., αe−1), entonces podemos
definir pi : A/P −→ EndOF/PF

(Li/Li+1) como la función proyección pi (α) =

αi. Por otra parte sabemos que β es un elemento primitivo de kE/kF aśı que el
polinomio caracteŕıstico de β ∈ A∩PF[b], cβ(x) es tal que cβ(x) = Irr(β, kF)e

y como pi(β) = βientonces el polinomio caracteŕıstico de βi, cβi
(x) debe

ser el polinomio irreducible de β sobre kF, esto es cβi
(x) = Irr(β, kF) para

todo i = 0, .., e − 1. Aśı, β es una e−upla de endomorfismo con polinomio
caracteŕıstico irreducible sobre kF.

Proposición 2.4.6. Sea E/F talque E ⊂ A = MN(F) y [E : F] = N.
Entonces existe un único orden principal A con Ex ⊂ K(A).
Demostración:

La existencia es clara ya que [E : F] = e · f y aśı tenemos

πL =




Of . . . Of $F 1f

1f Of . . . Of Of

Of
. . .

...
...

...
. . .

...
...

Of . . . . . . 1f Of



∈ A

y es claro que A = {g ∈ A | gLi ⊂ Li} y P = πLA donde L es la cadena de
OF−ret́ıculos canónicamente asociado a πL con la propiedad que E× ⊂ K.

Sea ahora L = {Li | i ∈ Z} la cadena de OF−ret́ıculos en E determinando
A. Usando proposición 1.2.1 de [B-K] para todo i ∈ Z, Li es un OE−ret́ıculo.
Como los únicos OE−ret́ıculos en E son los ideales P l

E, l ∈ Z, entonces:

Li = P li
E

y por lo tanto existe l0 ∈ Z tal que L0 = P l0
E y si e(E/F) = e entonces

Le = PFL0 = P e
EL0 = P l0+e

E y aśı podemos concluir que el único orden
hereditario A en A = EndF(E) es el dado por la cadena de OF−ret́ıculos
L = {P s

E | s ∈ Z}

Proposición 2.4.7. El conjunto S−n ⊂ P−n es un conjunto ŕıgido para todo
n ∈ Z. Esto es:

1. S−n + P1−n ⊂ S−n

2. xS−nx−1 = S−n, ∀x ∈ K
3. xS−nx−1 ∩ S−n = φ, ∀x /∈ K
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Demostración:
1. Como b ∈ S−n es equivalente a decir que b es e−cuspidal, entonces

b + P1−n es un subconjunto de S−n, esto último como una consecuencia de
la definición de elemento e−cuspidal, y aśı tenemos que S−n + P1−n ⊂ S−n.

2. Sigue de proposición 2.3.9 y ejercicio 1 de 2.3.6.
3. Sea b ∈ S−n entonces por proposición 2.4.5 A es el único orden hered-

itario tal que F [b]× ⊂ K(A) = K. Si xS−nx−1 ∩ S−n 6= φ entonces existe b ∈
S−n tal que xbx−1 ∈ S−n y F [xbx−1]

× ⊂ K. Como F [xbx−1]
×

= xF [b]× x−1

entonces F [b]× ⊂ x−1Kx = K implica x ∈ K.

2.5. Teorema de Carayol

Ahora estamos en condiciones de enunciar y demostrar el teorema de
Carayol en el marco del lenguaje de [B-K] . Para esto daremos algunas defini-
ciones previas.

Definición 2.5.1. Un estrato en A es una 4-upla [A, n, r, b] en la cual A es
un OF−orden hereditario en A, el entero n > r y el elemento b de A es tal
que νA(b) ≥ −n, esto es b ∈ P−n − P1−n donde P es el radical de Jacobson
de A.

Ejemplo.2.5.2. Sea b ∈ S−n, esto es b ∈ P−n, [F [b] : F] = N b es
F [b] /F−mini-mal y F [b]× ⊂ K. Aśı podemos considerar el estrato muy

cuspidal [A, n, r, b] con n > r ≥ [
n
2

]
. De este modo ψb ∈ ̂U r+1/Un+1 y lo

llamaremos estrato muy cuspidal pues Un+1 ⊂ Ker ψb y ψb|Un = ψb.

Definición 2.5.3. Diremos que los estratos [A1, n1, r1, b1] y [A2, n2, r2, b2]
son equivalentes, y anotaremos esto por [A1, n1, r1, b1] ∼ [A2, n2, r2, b2] , si
b1 +P−r1

1 = b2 +P−r2
2 donde Pi es el radical de Jacobson de Ai para i = 1, 2.

Proposición 2.5.4. Sean [Ai, ni, ri, bi] , i = 1, 2 estratos en A y supongamos
que ellos son equivalentes. Entonces P1 = P2 y r1 = r2. Además, si νAi

(bi) =
−ni para i = 1, 2, entonces se tiene que n1 = n2.
Demostración:

Como los estratos son equivalentes entonces b1 − b2 + P−r1
1 = P−r2

2 lo
cual implica que b1 − b2 ∈ P−r2

2 de donde se concluye que P−r1
1 = P−r2

2 .
Por otra parte tenemos que

{
x ∈ A | xP−r1

1 ⊂ P−r1
1

}
es el orden hereditario

A1. Claramente este conjunto contiene al orden hereditario A1 y dado x ∈ A
talque xP−r1

1 ⊂ P−r1
1 entonces xP−r1

1 Pr1
1 ⊂ P−r1

1 Pr1
1 , y como P−r1

1 es un ideal
fraccionario de A1, se tiene xA1 ⊂ A1 lo cual significa que x ∈ A1. Con esto
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es claro que si P−r1
1 = P−r2

2 entonces A1 = A2 y aśı P1 = P2 y r1 = r2.
Además, si νAi

(bi) = −ni entonces se tiene n1 = n2.

Observación 2.5.5. Dado un estrato [A, n, r, b] en A con la condición que

n ≥ r ≥ [
n
2

]
> 0 entonces el carácter ψb ∈ ̂U r+1/Un+1 depende solamente

de la clase de equivalencia del estrato. Esto es, una clase de equivalencia del

estrato [A, n, r, b] es lo mismo que decir el carácter ψb ∈ ̂U r+1/Un+1, y más
aún, si νA(b) = −n equivale a tener un carácter ψb no trivial sobre Un.

Definición 2.5.6. Sea [A, n, r, b] un estrato en A. Diremos que este estrato
es puro de nivel −n si:
1. El álgebra E = F [b] es un cuerpo.
2. E× ⊂ K(A)
3. νA(b) = −n

Si además se cumple:
4. b es E/F−minimal entonces diremos que [A, n, r, b] es un estrato muy
cuspidal de nivel −n.

Observación 2.5.7. Es conveniente notar que si [A, n, r, b] es un estrato
muy cuspidal, como b ∈ S−n, entonces el carácter ψb, de acuerdo a Carayol
[Ca], es un carácter e−cuspidal.

Definición 2.5.8. Sea A un orden hereditario en A. Una representación σ
de K(A) es llamada una representación muy cuspidal de nivel -n de K(A) si:
1. Un+1 ⊂ Ker σ
2. σ|Un =

⊕
b∈S−n

d(b)ψb

donde d(b) es la multiplicidad de ψb en σ. Esto es, d(b) = dimC(HomUn(σ, ψb)).

Teorema 2.5.9. (Carayol)
Sea A un orden hereditario en A y σ una representación muy cuspidal

irreducible de nivel −n de K(A). Entonces:
1.- La representación πσ = IndG

K σ es una representación admisible super-
cuspidal irreducible de G.

2.- Si σ1 y σ2 son dos representaciones muy cuspidales irreducibles de nivel
−n de K(A) no equivalentes (no isomorfos) entonces πσ1 no es equivalente a
πσ2 .
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Demostración:
Usando el teorema de Mackey tenemos que:

HomG(c− IndG
K σ1, c− IndG

K σ2) '
⊕

x∈K�G�K
Homx−1Kx∩K(σ1, σ

x
2 )

Si x = 1 entonces,dimC HomK(σ1, σ2) = 1 si y solo si σ1 es isomorfa a σ2.
Solo necesitamos probar que para todo x /∈ K se tiene que,

Homx−1Kx∩K(σ1, σ
x
2 ) = 0

como xUnx−1 ∩ Un ⊂ x−1Kx ∩ K, y para i = 1, 2 tenemos que σi|Un
=⊕

b∈S−n

d(b)ψb entonces es suficiente probar que para cualquier b1, b2 ∈ S−n

HomxUnx−1∩Un

(
ψb1 , ψ

x
b2

)
= 0 (x /∈ K)

Ahora, por proposición 2.2.4. ψb1 6= ψx
b2

sobre xUnx−1∩Un si y solamente
si (b1 + P1−n) ∩ x(b2 + P1−n)x−1 = φ.

Sabiendo que S−n es un conjunto ŕıgido, entonces b2 +P1−n ⊂ S−n y por
lo tanto podemos concluir que (b1 +P1−n)∩ x(b2 +P1−n)x−1 = φ, para todo
x /∈ K.

Por otra parte, si σ1 = σ2 = σ entonces:

πσ = c− IndG
K σ

es una representación lisa irreducible de G. Aplicando el teorema de Jacquet
[J1] podemos concluir que πσ es admisible y por un teorema de Bushnell
[Bu1] c− IndG

K σ = IndG
K σ, y además πσ = c− IndG

K σ es supercuspidal.

Definición 2.5.10. Sea A un orden hereditario principal en A asociado
a la cadena de OF−ret́ıculos L y sea σ una representación irreducible muy
cuspidal de nivel −n de K. Si el peŕıodo de L, e(L) = 1 la representación
πσ es llamada representación no ramificada de nivel −n. Si e(L) > 1 la
representación πσ es llamada representación ramificada de nivel −n.

2.6. Construcción de representaciones no ramificadas de nivel cero.

Recordemos que τ̃ es una representación cuspidal de GLN(kF) si y so-

lamente si HomŨ(τ̃ , 1Ũ) = 0 para cada radical unipotente no trivial Ũ de
GLN(kF). Ver por ejemplo [G].

Definición 2.6.1. Sea A un orden hereditario principal en A asociado a la
cadena de OF−ret́ıculos L con periodo e(L) = 1. Una representación σ de
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K(A) = FxGLN(OF) es llamada una representación muy cuspidal de K de
nivel 0 si:
1. U1 < Ker σ
2. La representación σ de GLN(OF)�U1 ' GLN(kF) es una representación
cuspidal.

En primer lugar construiremos representaciones muy cuspidales σ de K
de nivel 0. Como e(L) = 1 entonces:

A = MN(OF)
P = MN(PF)
U = GLN(OF)
U1 = 1 + MN(PF)
y por lo tanto la sucesión

1 −→ U1 −→ U −→ GLN(kF) −→ 1

es exacta con los homomorfismos canónicos correspondientes.
Ahora dada una representación cuspidal (τ̃ , V ) de GLN(kF) entonces

podemos definir una representación (τ, V ) de U , la cual es irreducible si aśı
lo es τ̃ . Esto es, tenemos el siguiente diagrama:

1 −→ U1 −→ U −→ GLN(kF) −→ 1
↘ τ ↓ τ̃

AutC(V )

Observemos que U1 < Ker τ.
Nuestro objetivo es construir una representación σ de K = F×U a partir

de la representación τ, la cual debe ser muy cuspidal de nivel cero, esto
significa que U1 < Ker σ y σ es una representación de U�U1 ' GLN(kF)
cuspidal.

Para esto procedemos del siguiente modo:
1. K = F×U
2. F× < NK(τ) = {x ∈ K | τx = τ sobre U}
3. Como F× ∩ U es un subgrupo del centro Z(U) de U entonces, usando el
lema de Schur, tenemos que τ|F×∩U ' θ ·1V donde 1V es el operador identidad

sobre el C−espacio vectorial V y θ es un carácter de F×.
Por otra parte sabemos que F× es localmente profinito (F× es compacto,

Hausdorf, en el cual la familia de subgrupos normales abiertos forman un
sistema fundamental de vecindades de 1 esto es podemos encontrar un θ ∈ F̂×

tal que θ = θ sobre F× ∩ U y aśı podemos construir la función, σ : F×U −→
AutC(V ) definida por:

σ(xu) = θ(x)τ(u) (xu ∈ F×U)
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Proposición 2.6.2. La función σ construida anteriormente es una repre-
sentación muy cuspidal de nivel cero de K = F×U la cual es irreducible si y
solamente si τ lo es.
Demostración:

La función σ esta bien definida ya que x1u1 = x2u2 implica u1u
−1
2 =

x−1
1 x2, aśı τ(u1u

−1
2 ) = θ(x−1

1 x2) pues τ|F×∩U = θ|F×∩U .
Además, como x1, x2 ∈ Z(U) , se tiene

σ(x1u1x2u2) = σ(x1x2u1u2)

= θ(x1)τ(u1)θ(x2)τ(u2)

= σ(x1u1)σ(x2u2)

esto es (σ, V ) es una representación de K. Por otra parte, dado u ∈ U1,
σ(1 · u) = θ(1)τ(u) = 1 o sea U1 < Ker σ y σ como representación de U�U1

es τ̃ la cual es cuspidal. Aśı, (σ, V ) es una representación muy cuspidal de
nivel cero de K.

Finalmente, usando el teorema de Mackey tenemos

HomK(σ, σ) ' HomU(τ, τ) ' C

si y solamente si τ es irreducible.

Teorema 2.6.3. Sea (σ, V ) una representación irreducible muy cuspidal de
nivel cero de K construida como anteriormente, entonces

πσ = IndG
K σ

es una representación irreducible, admisible y supercuspidal de G.
Demostración: Ejercicio o ver [K2].

Definición 2.6.4. Sea A un orden hereditario principal en A asociado a la
cadena de OF−ret́ıculos L de peŕıodo e(L) = 1. Sea σ una representación
muy cuspidal de nivel cero de K(A). La representación πσ es llamada repre-
sentación no ramificada de nivel cero.

Observación 2.6.5
Para construir este tipo de representaciones admisibles πσ de G de niveles

mayores que cero no es necesario separar en los casos ramificados o no ram-
ificados, pues ambas construcciones son similares y solo dependen del nivel
del elemento e-cuspidal b.
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Para construir estas representaciones necesitamos algunos resultados ge-
nerales que tienen relación con inducir a G representaciones desde un sub-
grupo normal. Estos resultados son debidos a Clifford y fueron publicados
en el año 1937. Ver por ejemplo [C-R], [Cl] o bien [I].

Sea G un grupo cualquiera y H un subgrupo normal de G. El grupo
G actua por conjugación sobre el conjunto Irr(H), de todos los caracteres
irreducible de H, esto es:

θg(h) = θ(ghg−1) (g ∈ G, h ∈ H, θ ∈ Irr(H))

Claramente θg ∈ Irr(H) ya que 〈θg, θg〉H = 〈θ, θ〉H . La órbita de θ, OrbG(θ)
= {θg | g ∈ G} corresponde ser el conjunto de todos los carácteres conjuga-
dos distintos de θ y StabG(θ) = {g ∈ G | θg = θ en H} es un subgrupo de G
que contiene a H. En efecto, θg(h) = θ(ghg−1) = θ(h) para h, g ∈ H ya que
θ es una función de clase. Además, |OrbG(θ)| = [G : StabG(θ)] .

Teorema 2.6.6. (Clifford)
Sea H / G y χ ∈ Irr(G). Si

〈
θ, ResG

H χ
〉

H
≥ 1, para θ ∈ Irr(H), entonces:

ResG
H χ =

〈
θ, ResG

H χ
〉 ∑

g∈G� StabG(θ)

θg

Demostración:
Por reciprocidad de Frobenius,

〈
θ, ResG

H χ
〉

H
=

〈
IndG

H θ, χ
〉

G
≥ 1, esto

es, χ es un carácter irreducible de G el que es un constituyente en la repre-
sentación IndG

H θ.
Por otra parte, como H / G, entonces

IndG
H θ =

1

|H|
∑
g∈G

θg

y aśı,

〈
∑
g∈G

θg, ψ

〉

H

= 0 para ψ /∈ OrbG(θ) y por lo tanto

〈
ResG

H IndG
H θ, ψ

〉
H

= 0

lo cual implica que
〈
ResG

H χ, ψ
〉

H
= 0. Esto quiere decir que todo consti-

tuyente irreducible de ResG
H χ esta en la OrbG(θ) y por lo tanto,

ResG
H χ =

∑

g∈G�StabG(θ)

〈
θg, ResG

H χ
〉

H
· θg
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pero 〈
ResG

H χ, θg
〉

H
= 1

|H|
∑

h∈H

χ(h)θ(ghg−1)

= 1
|H|

∑
h′∈H

χ(g−1h′g)θ(h′)

= 1
|H|

∑
h′∈H

χ(h′)θ(h′)

=
〈
ResG

H χ, θ
〉

H

y aśı podemos finalmente concluir que:

ResG
H χ =

〈
θ, ResG

H χ
〉 ∑

g∈G� StabG(θ)

θg

Corolario 2.6.7. Sea H / G y θ ∈ Irr(H). Sea ψ ∈ Irr(StabG(θ)) tal

que
〈
Res

StabG(θ)
H ψ, θ

〉
H
6= 0 entonces IndG

StabG(θ) ψ es una representación ir-

reducible de G tal que
〈
ResG

H IndG
StabG(θ) ψ, θ

〉
H
6= 0.

Demostración:
Sea ψ ∈ Irr(StabG(θ)) con la condición que 〈θ, ψH〉H 6= 0, donde ψH =

Res
StabG(θ)
H ψ.
Por otra parte, si χ ∈ Irr(G) tal que

〈
χ, ψG

〉
G
6= 0, con ψG = IndG

StabG(θ) ψ,
entonces usando reciprocidad de Frobenius tenemos que 〈χT , ψ〉StabG(θ) 6= 0.
Ahora, como 〈θ, ψH〉H 6= 0 entonces 〈θ, χH〉H = e 6= 0 y por el teorema de
Clifford,

χH = e
∑

g∈G� StabG(θ)

θg

aśı,

1. χ(1) = χH(1) = e [G : StabG(θ] θ(1) = etθ(1). Nuevamente por teo-
rema de Clifford tenemos que

ψH = f
∑

g∈StabG(θ)� StabG(θ)

θg = fe

donde f = 〈θ, ψH〉H y por lo tanto,

2. ψ(1) = ψH(1) = fθ(1). Además, como 〈ψ, χ StabG(θ)〉 6= 0 y ψH = fθ
entonces f ≤ e.

Finalmente, de (1) y (2) tenemos que:

etθ(1) = χ(1) ≤ ψG(1) = tψ(1) = tfθ(1) ≤ teθ(1)
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y aśı, ψG(1) = χ(1) lo cual implica χ = ψG.

Observación 2.6.8. Si H / G, θ ∈ Irr(H) y denotamos por S = {ψ ∈
Irr(StabG(θ)) | 〈θ, ψH〉H 6= 0} y G ={ψ ∈ Irr(G) | 〈θ, χH〉H 6= 0} entonces
tenemos que:

1. Si ψG = χ, con ψ en S, entonces 〈θ, ψH〉H = 〈θ, χH〉H . Claramente, de
la demostración anterior, se tiene:

〈θ, χH〉H = e = f = 〈θ, ψH〉H

2. Si ψG = χ, con ψ en S, entonces ψ es la única constituyente irreducible
de χStabG(θ) la cual esta en S. En efecto, si ψ1 ∈ S con ψ1 6= ψ y〈
ψ1, χStabG(θ)

〉 6= 0 entonces
〈
ψ + ψ1, χStabG(θ)

〉 6= 0 y aśı tenemos que,

〈θ, χH〉H ≥ 〈θ, (ψ + ψ1)H〉H = 〈θ, ψH〉H +
〈
θ, ψ1|H

〉
H

> 〈θ, ψH〉H lo

que es una contradicción con (1). Luego ψ1 = ψ.

3. La función ψ −→ ψG es una biyección de S en G. La función ψ −→ ψG

esta bien definida por el corolario 2.6.7 y su imagen esta en G por
(1). Es una función inyectiva por (2). Solo nos falta probar que es una
función sobreyectiva. Para esto, sea χ ∈ G, como 〈θ, χH〉H 6= 0 debe
existir alguna ψ ∈ Irr(StabG(θ)) tal que

〈
ψ, χStabG(θ)

〉
StabG(θ)

6= 0 con

〈θ, ψH〉H 6= 0. Aśı, ψ ∈ S y
〈
χ, ψG

〉
G
6= 0. Por lo tanto χ = ψG.

2.7. Construcción de representaciones de nivel−n, con n impar.

Ahora volvamos a considerar b ∈ S−n con n un número entero impar.
Esto significa que podemos considerar los estratos muy cuspidales [A, n, r, b]
con n > r ≥ [

n
2

]
. Esto es:

1. F [b] ⊂ A
2. F [b]× ⊂ K
3. νA(b) = −n
4. b es F [b] /F−miniminal.

Como
[

n
2

]
denota el mayor entero menor o igual a n

2
y n es impar entonces[

n
2

]
= n−1

2
. Aśı podemos considerar el estrato muy cuspidal

[A, n, n−1
2

, b
]

y

podemos considerar ψb como un carácter de U n+1
2 �Un+1. Esto significa que
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tenemos la siguiente torre de subgrupos:

K(A)
∨

StabK(ψb)
5

U n+1
2

5
...
5
Un

5
Un+1

No olvidemos, definición 2.5.8, que σ es una representación muy cusp-
idal irreducible de nivel−n de K si σ es una representación irreducible de
K que además cumple: Un+1 ⊂ Ker σ y σ|Un =

⊕
b∈S−n

d(b)ψb. Y aśı, por el

teorema 2.5.9 πσ = IndG
K σ es una representación admisible supercuspidal

irreducible de G. Por lo tanto, para construir representaciones admisibles
supercuspidales de G debemos saber construir representaciones irreducibles
muy cuspidales de K.

Ahora, observando la torre de subgrupos anteriores vemos que estamos
en el marco del teorema 2.6.6 (Teorema de Clifford) y del corolario 2.6.7.

Proposición 2.7.1. Sea b ∈ S−n y b = b+P−n+p en P−n�P−n+p para p ≥ 1.
El subgrupo K = NG(U) de G actúa por conjugación sobre P−n�P−n+p

siendo el estabilizador de b el subgrupo de K, Hb,p = F [b]× Up. (Observe que
F [b]× normaliza Up lo que justifica la notación).
Demostración:

La acción es clara ya que xbx−1(Li) = xb(Li+j(x−1)) ⊂ x(Li+j(x−1)−n) =
Li−n y aśı xbx−1 + P−n+p ∈ P−n�P−n+p.

Es claro también que F [b]× Up ⊂ StabG(b) = Hb,p. En efecto, si x ∈ F [b]×

entonces xbx−1 = b, esto es F [b]× ⊂ Hb,p.
Por otra parte, si u ∈ Up entonces ubu−1 = b si y solamente si zb− bz ∈

P−n+p lo cual es evidente ya que z ∈ Pp y b ∈ P−n. Aśı, Up ⊂ Hb,p y por lo
tanto F [b]× Up ⊂ Hb,p.

Ahora consideramos las filtraciones:

Hb,p ⊃ Hb,p ∩ U ⊃ · · · ⊃ Hb,p ∩ U i ⊃ · · ·

y
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F [b]× Up ⊃ F [b]× Up ∩ U ⊃ · · · ⊃ F [b]× Up ∩ U i ⊃ · · ·
Para i ≥ p tenemos que:

F [b]× Up ∩ U i = Hb,p ∩ U i = U i

La igualdad entre Hb,p y F [b]× Up será obtenida si mostramos que para i < p
la inyección

F [b]× Up ∩ U i

F [b]× Up ∩ U i+1
−→ Hb,p ∩ U i

Hb,p ∩ U i+1

es un isomorfismo.

Volviendo a nuestra torre de subgrupos tenemos:

K(A)
∨

StabK(ψb)
5

U n+1
2

5
...
5
Un

5
Un+1

y StabK(ψb) =
{

x ∈ K | ψx
b = ψb en U n+1

2

}
. Como tener x ∈ StabK(ψb)

equivale a tener ψx−1bx = ψb en U n+1
2 y esto es equivalente a que x−1bx = b

con lo cual se concluye que StabK(ψb) = StabK(b).
Por otra parte, como n > r ≥ [

n
2

]
y n es impar entonces,

P−n�P 1−n
2 ' P n+1

2 �Pn+1 ' U
n+1

2 �Un+1

y

P−n�P 1−n
2 ' P−n�P−n+ 1−n

2

entonces usando la proposición 2.7.1 tenemos que:

StabK(ψb) = Hb, n+1
2

= F [b]x U
n+1

2
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Ejercicio 2.7.2. Verifique que F [b]× U n+1
2 es un subgrupo abierto de G el

cual contiene al centro Z(G) de G y es compacto módulo el centro.

Ahora, F [b]× ∩U n+1
2 = U

n+1
2

F[b] y como F [b]× es un grupo abeliano y local-

mente profinito entonces podemos tomar θ = ψb en U
n+1

2

F[b] . Aśı tenemos que

la fórmula θψb(xu) = θ(x)ψb(u) para xu ∈ F [b]× U n+1
2 define un carácter en

Hb, n+1
2

. En efecto,

θψb(xux′u′) = θψb(xx′x′−1ux′u′)
= θ(xx′)ψx′−1

b (u)ψb(u
′)

= θ(x)θ(x′)ψb(u)ψb(u
′)

= θψb(xu)θψb(x
′u′)

y además se tiene que:

Hom
F[b]xU n+1

2
(, θψb) ' HomU n+1

2
(ψb, ψb) ' C

lo que significa que θψb es un carácter irreducible de F [b]× U n+1
2 .

Usando el corolario 2.6.7 tenemos que

σ = IndKH
b, n+1

2

θψb

es una representación irreducible de K.

Teorema 2.7.3. Sea
[A, n, n−1

2
, b

]
un estrato muy cuspidal y sea σ la rep-

resentación irreducible de K construida anteriormente. Entonces la repre-
sentación

πσ = IndG
K σ

es una representación admisible supercuspidal irreducible de G.
Demostración:

La representación σ es una representación muy cuspidal irreducible de
nivel −n de K En efecto, Un+1 ⊂ Ker σ ya que usando el Teorema de Clifford

σ|
U

n+1
2

= 〈ψb, σ〉
∑

g∈K�F[b]U n+1
2

ψg
b

y entonces se tiene además que σ|Un =
⊕

b∈S−n

d(b)ψb.

Aplicando teorema 2.5.9 tenemos que πσ es irreducible supercuspidal de
G.
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2.8. Construcción de representaciones de nivel−n, con n par.

Sea b un elemento en S−n. Esto es, consideremos el estratum muy cuspidal
[A, n, r, b] con n > r ≥ [n

2
]. Como n es un número par entonces [n

2
] = n

2
.

Ahora podemos considerar el estratum muy cuspidal [A, n, n
2
, b] y aśı ten-

emos ψb como un carácter en U n
2
+1�Un+1.

Definamos el subgrupo de K(A)

Hb, n
2

= {x ∈ K | ψx
b = ψb en U n

2
+1}

entonces tenemos los siguientes resultados:

1. El grupo U n
2 es un subgrupo normal de Hb, n

2
.

2. Si E = F[b] entonces el grupo Hb, n
2

= E×U n
2 . Además Hb, n

2
es un sub-

grupo abierto de G el cual contiene al centro Z(G) de G y es compacto
módulo el centro. Ver, por ejemplo, proposición 3.6. en [Ca].

Observemos que para construir una representación σ de K no es directo
como en el caso anterior donde σ es obtenido directamente usando el
teorema de Clifford, ver en 2.7. Ahora ψb es un carácter en U n

2
+1�Un+1

y E×U n
2
+1 ⊂ Hb, n

2
= E×U n

2 . Aśı nosotros tenemos que construir una
representación λ de Hb, n

2
tal que ψb está en λ|U n

2 +1 y entonces, usando el

Teorema de Clifford, obtenemos σ = IndKHb, n
2

λ como una representación

irreducible de K.

3. Como U1
E ∩ U

n
2
+1 = U

n
2
+1

E , y U1
E es un grupo localmente profinito

abeliano, podemos tomar θ ∈ Û1
E tal que θ = ψb en U

n
2
+1

E . Esto se
obtiene, al igual que antes, ya que la fórmula

θψb(xu) = θ(x)ψb(u) (xu ∈ U1
EU

n
2
+1)

define un carácter en U1
EU

n
2
+1.

4. El grupo U1
EU

n
2
+1 es un subgrupo normal de U1

EU
n
2 y por lo tanto,

U1
EU

n
2 /U1

EU
n
2
+1 ' U n

2 /U
n
2
E U

n
2
+1

y además, la función la cual env́ıa x en x− 1 define el isomorfismo

U n
2 /U

n
2
E U

n
2
+1 ' P n

2 /(P
n
2

E + P n
2
+1)
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5. El grupo aditivo V = P n
2 /(P

n
2

E +P n
2
+1) es un OF/PF−espacio vectorial

de dimensión finita.

6. Dado x, y ∈ V podemos definir la función,

〈x, y〉 = tr(b(xy − yx))

la cual es una forma alternada no degenerada sobre OF/PF.

Demostración: En efecto, si x ∈ P n
2 y tr(b(xy − yx)) = 0 para

cualquier y ∈ P n
2 entonces tr(bx − xb)y) = 0 para cualquier y ∈ P n

2 .
Aśı bx−xb es un elemento en P1−n

2 y por proposición 3.5. en [Ca], como

b ∈ P−n, tenemos que x ∈ E + P n
2
+1. Por lo tanto, x ∈ P

n
2

E + P n
2
+1 lo

cual implica que la forma es no degenerada. Claramente es una forma

alternada y además dado x, y ∈ P n
2 y α, β ∈ P

n
2

E + P n
2
+1 entonces

〈x + α, y + β〉 = 〈x, y〉

7. Sea W un subgrupo de P n
2 conteniendo P

n
2

E + P n
2
+1 tal que

W = W/(P
n
2

E + P n
2
+1)

es un subespacio de V totalmente isotrópico maximal relativo a la forma
alternada dada anteriormente. Sea H = 1 + W . Entonces tenemos:

U
n
2
E U

n
2
+1 / H / U n

2

y

U1
EU

n
2
+1 / U1

EH / U1
EU

n
2

8. Como W es un subespacio isotrópico de V entonces 〈x, y〉 = 0 para
cualquier x, y ∈ W .

9. Dado x, y ∈ P n
2 entonces

[1 + x, 1 + y]− 1 ≡ xy − yx (mod Pn+1)

y además xy − yx ∈ Pn. Ahora, si x, y ∈ W , usando (8) y que Pn ⊂
P n

2
+1 concluimos:

ψb([1 + x, 1 + y]) = ψ(〈x, y〉) = 1.
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Entonces [H, H] ∩ U1
EU

n
2
+1 ⊂ Ker θψb. Por lo tanto podemos extender

θψb desde U1
EU

n
2
+1 a χ sobre U1

EH.

10. El grupo

N
U1

EU
n
2
(χ) = {x ∈ U1

EU
n
2 | χx = χ en U1

EH}

es U1
EH.

Demostración: Supongamos que existe g0 ∈ U1
EU

n
2 − U1

EH tal que
χg0 = χ en U1

EH. Entonces

U1
EH < U1

EH 〈go〉 < U1
EU

n
2

y como U1
EH 〈go〉 /U1

EH es ćıclico y χx = χ en U1
EH para cualquier

x ∈ U1
EH 〈go〉 entonces χ se extiende a χ̃ en U1

EH 〈go〉.
Ahora, dado x, y ∈ U1

EH 〈go〉 tenemos que

χ̃([x, y]) = 1

y análogamente a (9)

χ̃([x, y]) = ψ(〈x− 1, y − 1〉) = 1

entonces D = {〈x− 1, y − 1〉 | x, y ∈ U1
EH 〈go〉} ⊂ Ker ψ. Además,

D/PF es un OF/PF−subespacio de OF/PF y como, si D/PF = OF/PF

entonces ψ es no trivial sobre OF, tenemos que D ⊂ PF. Por lo tanto,
〈x− 1, y − 1〉 ∈ PF para cualquier x, y ∈ U1

EH 〈go〉.
Luego, el subespacio de V asociado a U1

EH 〈go〉 es isotrópico lo cual
es una contradicción ya que el subespacio de V asociado a U1

EH es
isotrópico maximal. Asi, podemos concluir que

N
U1

EU
n
2
(χ) = U1

EH

11. Desde (10) y usando el hecho que U1
EH/ U1

EU
n
2 se obtiene que la rep-

resentación

κ = Ind
U1

EU
n
2

U1
EH

χ

es un representación irreducible de U1
EU

n
2 .

12. La representación κ es independiente de U1
EH y de χ. En efecto,
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Ind
U1

EU
n
2

U1
EU

n
2 +1 θψb = Ind

U1
EU

n
2

U1
EH

(Ind
U1

EH

U1
EU

n
2 +1 θψb)

Como U1
EH/U1

EU
n
2
+1 es un grupo abeliano entonces el número de repre-

sentaciones en U1
EH/U1

EU
n
2
+1 es [U1

EH : U1
EU

n
2
+1] y el número de repre-

sentaciones conjugadas de χ es [U1
EU

n
2 : U1

EH]. Como H es isotrópico
maximal entonces [U1

EH : U1
EU

n
2
+1] = [U1

EU
n
2 : U1

EH]. Por lo tanto

Ind
U1

EH

U1
EU

n
2 +1 θψb =

⊕
χi

donde χi es conjugada a χ.

Ahora, como Ind
U1

EU
n
2

U1
EH

χi ' Ind
U1

EU
n
2

U1
EH

χ = κ nosotros tenemos que,

Ind
U1

EU
n
2

U1
EU

n
2 +1 θψb = Ind

U1
EU

n
2

U1
EH

(
⊕

χi) =
⊕

Ind
U1

EU
n
2

U1
EH

χi =
⊕

κ

13. Sea r el orden del grupo P n
2 /(P

n
2

E + P n
2
+1), esto significa que r es

una potencia de p, y e = e(E/F). Como E×U n
2 /F×U1

EU
n
2 ' Z/eZ ×

k×E/k×F y el máximo común divisor de e,
qf
F−1

qF−1
y r es igual a 1 en-

tonces la representación κ se extiende a una representación irreducible
λ sobre E×U n

2 . Además, cualquier representación irreducible λ′ de
E×U n

2 tal que λ′|U1
EU

n
2

contiene a κ es equivalente a λ ⊗ ϕ donde ϕ ∈
(E×U n

2 /U1
EU

n
2 )∧. Ver 5.4. y 5.7. en [Ca].

14 Ahora hemos construido una representación irreducible λ de Hb, n
2

=

E×U n
2 tal que λ|U n

2 +1 contiene a ψb. Al igual que antes, usando el

Teorema de Clifford, podemos probar que σ = IndKHb, n
2

λ es una repre-

sentación irreducible de K.

Teorema 2.8.1. Sea
[A, n, n

2
, b

]
un estratum muy cuspidal y σ una rep-

resentación irreducible de K construida como anteriormente. Entonces la
representación

πσ = IndG
K σ

es una representación admisible supercuspidal irreducible de G.
Demostración: Es análoga a la demostración del Teorema 2.7.3.

Observación: Sea b un elemento en S−n. Si existe un elemento g ∈ G tal que
b′ = gbg−1 entonces A′ = gAg−1 y aśı el estrato [A, n, [n

2
], b] y [A′, n, [n

2
], b′]
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son conjugados. Además, si
[A, n, [n

2
], b

]
es un stratum muy cuspidal entonces

[A′, n, [n
2
], b′] también lo es. Finalmente, si

[A, n, [n
2
], b

]
y [A′, n, [n

2
], b′] son

estratum muy cuspidales conjugados entonces las representaciones πσ and
πσ′ construidas anteriormente son equivalentes.
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