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Introducción. Las operads son objetos matemáticos que modelizan distintos tipos

de estructuras. Los principales ejemplos de operads son algebraicos (álgebras aso-

ciativas, conmutativas, de Lie, de Poisson, etc.) y topológicos (operad de pequeños

cubos, espacios A∞, etc. ).

La teoŕıa de operads se desarrolló a principios de los años ’70 en problemas de

topoloǵıa algebraica relacionados con espacios de lazos. Los primeros trabajos sobre

el tema se deben a J. Adams y S. Mac Lane (cf. [ML1]), J. M. Boardman y R. M.

Vogt (cf. [BV]), J. D. Stasheff (cf. [St1]), J. P. May (cf. [Ma1] ), R. J. Milgram

(cf. [Mi]) y J. Beck (cf. [Be]). Luego de algunos años, la noción de operad volvió

a concitar interés a partir de sus aplicaciones en cohomoloǵıa de grafos, dualidad

de Koszul, teoŕıa de representaciones, combinatoria, espacios de moduli, teoŕıa de

representaciones, teoŕıa de cuerdas y teoŕıa conforme de campos.

Si bien la definición de operad se debe a P. May (cf. [Ma1]), en 1994 V. A. Ginzburg

y M. M. Kapranov ( cf. [GK]) desarrollaron en forma completa la teoŕıa de operades

algebraicas, describiendo las nociones de álgebra envolvente, módulos , operad dual

y teoŕıa de homoloǵıa asociados a una operad algebraica, con especial interés en

operads de Koszul.

El propósito de estas notas es:

1. Dar la definición de operad, e introducir algunos ejemplos como las operads

asociadas a teoŕıa de álgebras asociativas y las álgebras conmutativas.

2. Describir la operad de espacios A∞, debida a J. D. Stasheff (cf. [St1]).

3. Dar un panorama sobre las operades algebraicas asociadas a los poĺıtopos de

Stasheff. Mostrar otros ejemplos de operades, que surgen a partir de temas de

f́ısica y de teoŕıa de grafos.
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1 Operads en una categoŕıa monoidal simétrica

1.1 Operads

Sea C una categoŕıa monoidal simétrica con producto ⊗ y objeto unidad κ.

Los lectores no familiarizados con teoŕıa de categoŕıas pueden suponer que (C,⊗) es

una de las siguientes categoŕıas:

1. La categoŕıa de conjuntos finitos FSet, con el producto de conjuntos como

operación monoidal, donde κ es el conjunto con un único elemento.

2. Dado un cuerpo k, la categoŕıa C = V ectk es la categoŕıa cuyos objetos son

los k-espacios vectoriales y cuyos morfismos son las transformaciones lineales

entre espacios vectoriales. La operación monoidal es el producto tensorial ⊗k,

y κ es el cuerpo k, considerado como k-espacio vectorial de dimensión uno.

3. La categoŕıa GV ectk que tiene como objetos a los k-espacios vectoriales grad-

uados, y como morfismos a las transformaciones lineales de grado 0, con el

producto tensorial sobre k como operación monoidal. En este caso, el objeto

unidad está dado por κ0 = k y κn = 0, para n ≥ 1.

4. La categoŕıa GDV ectk cuyos objetos son los pares (V = ⊕n≥0Vn, d), donde V

es un espacio vectorial graduado y d : V → V es una transformación lineal de

grado −1 tal que d◦d = 0. La operación ⊗ está definida en la siguiente forma:

(V, dV )⊗ (W,dW ) := (V ⊗k W := ⊕n≥0(⊕n
i=0Vi ⊗Wn−i), dV⊗kW ),

donde dV⊗kW (v ⊗k w) := dV (v) ⊗k w + (−1)i−1v ⊗k dW (w), para v ∈ Vi y

w ∈ Wn−i. El objeto unidad es el espacio vectorial graduado κ del ejemplo

anterior con el morfismo trivial como diferencial.

5. La categoŕıa Top que tiene como objetos a los espacios topológicos y como

morfismos a las funciones continuas entre espacios topológicos, la operación

monoidal en este caso es el producto de espacios y el objeto unidad es espacio

topológico formado por un solo punto.

6. La categoŕıa Top∗ cuyos objetos son los pares (X, x0), donde X es un espacio

topológico y x0 es un punto de X, con

HomTop∗((X, x0), (Y, y0)) = {f : X → Y continua : f(x0) = y0}.
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En este caso, el espacio topológico de (X, x0)⊗(Y, y0) es el espacio cociente del

producto X×Y por la relación de equivalencia que identifica todos los puntos

de la forma (x0, y) y de la forma (x, y0), con x ∈ X e y ∈ Y , con el punto

(x0, y0). En ese caso, el punto elegido es la clase de equivalencia de (x0, y0).

El objeto unidad es el espacio de un solo punto ({x0}, x0).

Definición 1 Una operad P en una categoŕıa monoidal simétrica (C,⊗) es una

familia de objetos {P(n)}n≥1 de C provistos de:

1. Una acción a izquierda del grupo simétrico Sn sobre P(n), para todo n ≥ 1.

2. Un morfismo unidad η : κ → P(1).

3. Para toda familia de números naturales n,m1, . . . , mn, un morfismo

γP : P(n)⊗P(m1)⊗ · · · ⊗ P(mn) −→ P(m1 + · · ·+ mn) en C.

que verifican las siguientes condiciones:

a) (Asociatividad de los operadores γP) Dados números naturales n,m1, . . . ,mn,

r1
1, . . . , r

1
m1

, . . . , rn
1 , . . . , rn

mn
, el siguiente diagrama conmuta:

P(n)⊗⊗n
j=1P(mj)⊗

⊗n
k=1

⊗mk

s=1P(rk
s )

γP⊗Id
−→ P(m)⊗⊗n

k=1

⊗mk

s=1P(rk
s )

Id⊗ τ
y

↓ γP
P(r)

↑ γP
P(n)⊗⊗n

k=1(P(mk)⊗
⊗mk

s=1P(rk
s ))

−→
Id⊗⊗

γP
P(n)⊗⊗n

k=1P(rk),

donde

τ((f1⊗· · ·⊗fn)⊗(g1
1⊗· · ·⊗gn

mn
)) := (f1⊗g1

1⊗· · ·⊗g1
m1

)⊗· · ·⊗(fn⊗gn
1 ⊗· · ·⊗gn

mn
),

m :=
∑n

i=1 mi, rk :=
∑mk

i=1 rk
i y r :=

∑n
k=1 rk:

b) (Identidad) Las composiciones γP ◦(Id⊗η⊗n) y γP ◦(η⊗Id) son los isomorfismos

naturales de P(n)⊗ κ⊗n → P(n) y κ⊗ P(n) → P(n), respectivamente.

c) (Compatibilidad de γP con la acción de Sn) Sean f ∈ P(n), g1 ∈ P(m1), . . . ,

gn ∈ P(mn).

(i) Para toda permutación σ ∈ Sn, se tiene que γP((σ · f)⊗ g1 ⊗ · · · ⊗ gn) =

σ(m1, . . . , mn) · γP(f ⊗ gσ(1) ⊗ · · · ⊗ gσ(n)),
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donde σ(m1, . . . , mn) ∈ Sm1+···+mn es la permutación:

σ(m1, . . . , mn)(i) := m1 + · · ·+ mk−1 + l, para i = mσ(1) + · · ·+ mσ(k−1) + l,

con 1 ≤ l ≤ mσ(k).

(ii) Dadas permutaciones τi ∈ Smi
, para 1 ≤ i ≤ n, vale que:

(τ1 × · · · × τn) · γP(f ⊗ g1 ⊗ · · · ⊗ gn) = γP(f ⊗ τ1 · g1 ⊗ · · · ⊗ τn · gn),

donde τ1 × · · · × τn ∈ Sm1+···+mn es la concatenación de las τi’s, esto es:

τ1 × · · · × τn(i) := τk(i−m1 − · · · −mk−1) + m1 + · · ·+ mk−1,

para m1 + · · ·+ mk−1 < i ≤ m1 + · · ·+ mk.

Si pensamos que P es una teoŕıa dada por operaciones y relaciones, observamos que:

1. El objeto P(n) corresponde a las operaciones n-arias de la teoŕıa. Dadas

variables x1, . . . , xn y una operación f ∈ P(n), tiene sentido evaluar f en las

variables x1, . . . , xn tomadas en cualquier orden, y el resultado sigue siendo

una operación para la teoŕıa P . Para una permutación σ ∈ Sn, la operación

σ · f ∈ P(n) aplicada en x1, . . . , xn es:

(σ · f)(x1, . . . , xn) = f(xσ(1), . . . , xσ(n)).

Por ejemplo, si P es la operad Ass asociada a las álgebras asociativas, el

producto asociativo µ determina dos operaciones en Ass(2):

µ(x1, x2) y ((2, 1) · µ)(x1, x2) = µ(x2, x1), donde (2, 1) ∈ S2 es la trasposición

de 1 y 2.

En cambio, si miramos la operad Com asociada a las álgebras asociativas y

conmutativas, el producto determina una sola operación en Com(2), dada por

µ(x1, x2) = ((2, 1) · µ)(x1, x2) = µ(x2, x1).

2. El morfismo unidad η : κ → P(1) determina la existencia de la operación

identidad en P(1). Por ejemplo, en la operad asociativa Ass, la relación de

asociatividad se escribe en Ass(3) como:

γAss(µ⊗ 1⊗ µ) = γAss(µ⊗ µ⊗ 1),

donde 1 ∈ Ass(1) es el la imagen por η de 1k ∈ k = κ.
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3. Las operaciones γP corresponden a la composición de operaciones. Si tenemos

variables x1, . . . , xm1 , . . . , xm1+···+mn , y operaciones gi ∈ P(mi) y f ∈ P(n), en-

tonces hacer f(g1(x1, . . . , xm1), . . . , gn(xm1+···+mn−1+1, . . . , xm1+···+mn)) es una

operación en m1 + · · ·+ mn variables.

En este contexto, las condiciones a), b) y c) son fáciles de interpretar. La condición

a) por ejemplo indica que la composición de operaciones es asociativa, o sea que:

γP
(
f ⊗ γP(g1 ⊗ h1

1 ⊗ . . . h1
m1

)⊗ · · · ⊗ γP(gn ⊗ hn
1 ⊗ · · · ⊗ hn

mn
)
)

=

f
(
g1(h

1
1, . . . , h

1
m1

), . . . , gn(hn
1 , . . . , h

n
mn

)
)

=

γP
(
γP(f ⊗ g1 ⊗ · · · ⊗ gn)⊗ h1

1 ⊗ · · · ⊗ hn
mn

)
)
.

La condición b) establece que:

γP(f ⊗ Id⊗ · · · ⊗ Id) = f(Id, . . . , Id) = f,

y que

γP(Id⊗ f) = Id(f) = f.

En tanto que c) afirma que, dada una permutación σ, resulta:

f
(
gσ(1)(xMσ(1)−1+1, . . . , xMσ(1)

), . . . , gσ(n)(xMσ(n)−1+1, . . . , xMσ(n)
)
)

=

f ◦ (gσ(1) ⊗ · · · ⊗ gσ(n))(xMσ(1)−1+1, . . . , xMσ(n)
) =

σ(m1, . . . , mn) · (f(g1, . . . , gn))(x1, . . . , xMn),

donde Ml := m1 + · · · + ml, para 0 ≤ l ≤ n. Dadas permutaciones τ1, . . . , τn, la

condición (ii) afirma que:

f
(
(g1(xτ1(1), . . . , xτ1(mn)), . . . , gn(xτn(1)+Mn−1 , . . . , xτn(m−n)+Mn−1)

)
=

f(g1, . . . , gn)(xτ1(1), . . . , xτn(mn)+Mn−1) =

(τ1 × · · · × τn) · f(g1, . . . , gn)(x1, . . . , xMn).

Ejemplos. a) Dado un cuerpo k, la operad Ass que describe las álgebras asociativas

sobre k es la operad en la categoŕıa V ectk dada por:

1. Ass(n) es el k-espacio vectorial generado por todas las operaciones posibles en

n variables. Como un álgebra asociativa está dada por un producto binario aso-

ciativo, las únicas operaciones en n variables x1, . . . , xn son las combinaciones
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lineales de los productos xσ(1) · . . . · xσ(n), para una permutación cualquiera

σ ∈ Sn. Luego, el espacio vectorial Ass(n) está generado por n! operaciones,

una por cada permutación de Sn. Entonces Ass(n) es el espacio vectorial

k[Sn], con δ(x1, . . . , xn) = xδ(1) · . . . · xδ(n).

Para calcular la acción de Sn en Ass(n), recordemos que:

σ · δ(x1, . . . , xn) = δ(xσ(1), . . . , xσ(n)) = xσ(δ(1)) · · · · · xσ(δ(n)) = (σδ)(x1, . . . , xn).

Luego, la acción de Sn sobre Ass(n) coincide con el producto del álgebra de

grupo. O sea, que Ass(n) es la representación regular de Sn.

2. El objeto κ en V ectk es el mismo cuerpo k, y Ass(1) = k[S1] = k, luego

η = Idk.

3. Sean λ ∈ Ass(n) y δi ∈ Ass(mi) permutaciones, con 1 ≤ i ≤ n. Recordemos

que γAss(λ⊗ δ1 ⊗ · · · ⊗ δn) es la composición de operaciones. Como

λ(δ1(x1, . . . , xm1), . . . , δn(xMn−1+1, . . . , xMn)) =

λ(xδ1(1) · . . . · xδ1(mn), . . . , xδn(1)+Mn−1 · . . . · xδn(mn)+Mn−1) =

xδλ(1)(1)+Mλ(1)−1
· . . . · xδλ(1)(mλ(1))+Mλ(1)−1

· . . . · xδλ(n)(mλ(n))+Mλ(n)−1
=

(δ1 × · · · × δn) · λ(m1, . . . , mn)(x1, . . . , xMn).

Luego, γAss(λ⊗ δ1 ⊗ · · · ⊗ δn) = (δ1 × · · · × δn) · λ(m1, . . . , mn).

Ejercicio. Probar que con esta descripción Ass es una operad.

b) La operad Com que describe las álgebras asociativas y conmutativas sobre k es la

operad definida en la categoŕıa V ectk tal que Com(n) = k es la representación trivial

del grupo Sn. En efecto, dadas n variables x1, . . . , xn la única operación posible en

Com es el producto x1 · . . . · xn, ya que para cualquier permutación σ ∈ Sn, resulta:

x1 · . . . · xn = xσ(1) · . . . · xσ(1).

Notamos 1n ∈ Com(n) = k a esta operación, que identificamos con la unidad de k.

Nuevamente, es inmediato verificar que η = Idk. Calcular la composición también

resulta simple, tenemos que:

γCom(1n ⊗ 1m1 ⊗ · · · ⊗ 1mn) = 1m1+···+mn .
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c) Consideremos ahora las álgebras de Lie sobre k, la operad asociada Lie es también

una operad en la categoŕıa V ectk. Un álgebra de Lie sobre k es un k-espacio vectorial

G, munido de una aplicación bilineal [−,−] : G ⊗k G → G que verifica las siguientes

igualdades:

1. [x1, x2] = −[x2, x1],

2. (Identidad de Jacobi) [x1, [x2, x3]] = [[x1, x2], x3]− [[x1, x3], x2],

para todos x1, x2 y x3 en G.

Tenemos que Lie(1) = k y η = Idk. En dos variables, existe una sola operación

[x1, x2], con [x2, x1] = −[x1, x2]. Luego, Lie(2) = k es la signatura de S2. Los

restantes espacios Lie(n) son más complicados de calcular, en Lie(3) por ejemplo

tenemos dos tipos de operaciones: [xσ(1), [xσ(2), xσ(3)]] y [[xσ(1), xσ(2)], xσ(3)], para

cada σ ∈ S3. Esto implica que Lie(3) es el cociente de k[S3] ⊕ k[S3] por todas las

relaciones entre corchetes que pueden obtenerse a partir de la antisimetŕıa y de la

identidad de Jacobi.

En general, la representación Lie(n) de Sn está dada por el subespacio de dimensión

n del álgebra de Lie libre en n elementos, para una mejor descripción de Lie se

sugiere consultar [Kl].

d) Operad de pequeños cubos (cf. [BV] , [Ma1] y [Vo1]) Dado un entero k ≥ 1,

sea [0, 1]k el cubo unitario en Rk. La operad de pequeños k cubos es la operad Qk en

la categoŕıa Top, dada por:

1. Qk(n) es el espacio de n-uplas ordenadas de subcubos C1, . . . , Cn de dimensión

k de [0, 1]k tales que:

(i) Los lados de Ci son paralelos a los lados de [0, 1]k.

(ii) La intersección del interior de Ci y el interior de Cj es vaćıa , para i 6= j.

2. Sean C = (C1, . . . , Cn) ∈ Qk(n) y Di = (Di
1, . . . , D

i
mi

) ∈ Qk(mi), con

1 ≤ i ≤ n. El elemento γQk
(C⊗D1⊗· · ·⊗Dn) ∈ Qk(m1 + · · ·+mn) se obtiene

reemplazando el subcubo Ci por la configuración Di.
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Por ejemplo, si

C =

1

2

, D1 =

2 1

3

, y

D2 =

2

1
,

tenemos que γQ2(C⊗ D1 ⊗ D2) ∈ Q2(5) es la configuración

2 1

3

5

4

3. La acción de Sn sobre Qk(n) está dada por la permutación en el orden de los

subcubos:

σ · (C1, . . . , Cn) := (Cσ−1(1), . . . , Cσ−1(n)).

4. El elemento 1 ∈ Qk(1) es la configuración que tiene como único subcubo a

todo [0, 1]k.

En realidad, una configuración C ∈ Qk(n) queda determinada por las coordenadas

del centro de cada Ci y su radio. O sea, que Qk(n) es un abierto de R(k+1)n.

Definición 2 Dadas operads P y Q en una categoŕıa C, un morfismo de operads

ϕ : P → Q es una colección de morfismos ϕ(n) : P(n) → Q(n) en C tal que:

1. ϕ(n)(σ · f) = σ · ϕ(n)(f), para todo σ ∈ Sn y f ∈ P(n).
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2. ϕ(1)(1P) = 1Q

3. ϕ(m1 + · · · + mn)(γP(f ⊗ g1 ⊗ · · · ⊗ gn)) = γQ(ϕ(n)(f) ⊗ ϕ(m1)(g1) ⊗ · · · ⊗
ϕ(mn)(gn)), para todos f ∈ P(n), gi ∈ P(mi), con 1 ≤ i ≤ n.

Ejemplos.

1. La proyección k[Sn] → k dada por σ 7→ 1, para todo σ ∈ Sn, induce un

morfismo de operads Ass −→ Com.

2. El Teorema de Poincaré-Birkhof-Witt (cf. [Ta]) implica que la representación

Lie(n) es un sumando directo de la representación regular de Sn. Esto induce

un morfismo de k[Sn]-módulos Lie(n) ↪→ k[Sn], que determina un morfismo

de operads Lie −→ Ass.

3. Dado k ≥ 1, existe un morfismo natural de operads qk : Qk −→ Qk+1 que

consiste en enviar la configuración (C1, . . . , Cn) en (C1×[1
2
−r1,

1
2
+r1], . . . , Cn×

[1
2
− rn,

1
2

+ rn]), donde ri es el radio de Ci.

Por ejemplo

1

se transforma en
2

1

2

1.2 Algebras sobre una operad

Definición 3 Sea P una operad en la categoŕıa C. Una P-álgebra es un objeto A

de C, provisto de morfismos ρn : P(n) ⊗ A⊗n → A, donde A⊗n denota el producto

de A consigo mismo n veces, que verifican las siguientes relaciones:
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a) (Compatibilidad con γP) Dados f ∈ P(n), g1 ∈ P(m1), . . . , gn ∈ P(mn) y

elementos a1
1, . . . , a

1
m1

, . . . , an
1 , . . . , a

n
mn

de A, se tiene que:

ρm1+···+mn(γP(f ⊗ g1 ⊗ · · · ⊗ gn)⊗ a1
1 ⊗ · · · ⊗ an

mn
) =

ρn(f ⊗ ρm1(g1 ⊗ a1
1 ⊗ · · · ⊗ a1

m1
)⊗ · · · ⊗ ρmn(gn ⊗ an

1 ⊗ · · · ⊗ an
mn

)).

b) La composición ρ1 ◦ (η ⊗ IdA) es el isomorfismo canónico de κ⊗ A en A.

c) Dada una permutación σ ∈ Sn, se tiene que:

ρn((σ · f)⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an) = ρn(f ⊗ aσ(1) ⊗ · · · ⊗ aσ(n)).

Definición 4 Dadas dos P-álgebras A y B, un morfismo de P-álgebras es un mor-

fismo φ en HomC(A,B) tal que φ(ρA
n (f⊗a1⊗· · ·⊗an)) = ρB

n (f⊗φ(a1)⊗· · ·⊗φ(an)).

Ejemplo. Dado un espacio topológico X y un punto x0 ∈ X, consideramos el

espacio de lazos Ω(X, x0) := {γ : [0, 1] −→ X continua : γ(0) = x0 = γ(1)} con

la topoloǵıa compacto abierta (si X es conexo por arcos, Ω(X, x0) no depende del

punto x0 elegido). Dado n ≥ 1, definimos la función continua

ρn : Q1(n)× Ω(X, x0)
n −→ Ω(X, x0),

ρn((C1, . . . , Cn), γ1, . . . , γn)(t) :=

{
x0 si t /∈ ⋃n

i=1 Ci

γi(
t−ti0
ti1−ti0

) si t ∈ Ci,

donde Ci es el intervalo [ti0, t
i
1], para 1 ≤ i ≤ n. Es fácil ver que ρn está bien definida y

es continua. Los morfismos ρn definen una estructura de Q1-álgebra sobre Ω(X, x0).

Ejercicios.

1. Probar que la categoŕıa de k-álgebras asociativas es equivalente a la categoŕıa

de las Ass-álgebras en V ectk, y que la categoŕıa de k-álgebra asociativas y

conmutativas es equivalente a la categoŕıa de Com-álgebras.

2. Sean X un espacio topológico y x0 un punto de X. Definimos en forma recur-

rente Ω1(X) := Ω(X, x0) y Ωn(X) := Ω(Ωn−1(X), xn−1
0 ), donde xn

0 es la función

constante de Ω(Ωn−1(X), xn−1
0 ). Probar que Ωn(X) es una Qn-álgebra, para

n ≥ 1.
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Observación 5 Un morfismo de operads ϕ : P → Q induce un funtor

Fϕ : Q− alg −→ P − alg, usando la composición:

P(n)⊗ A⊗n ϕ(n)⊗Id−→ Q(n)⊗ A⊗n ρn−→ A ,

donde Q−alg (respectivamente, P −alg) denota la categoŕıa de Q-álgebras (respec-

tivamente, de P-álgebras ).

Por ejemplo, el morfismo de operads Ass −→ Com induce el funtor de inclusión

Com− alg −→ Ass− alg para todo cuerpo fijo k. En el otro ejemplo, tenemos que

el morfismo de operades Lie −→ Ass induce el funtor de la categoŕıa de álgebras

asociativas en la categoŕıa de álgebras de Lie que a un álgebra (A, ·) le asocia el

álgebra de Lie cuyo espacio vectorial subyacente es A, provisto del corchete de Lie

definido por:

[a, b] := a · b− b · a, para a, b ∈ A.

Ejercicios.

1. Sea P una operad en la categoŕıa V ectk y sea O : P − alg −→ V ectk el funtor

tal que O(A) es el espacio vectorial subyacente de la P-álgebra A. El funtor

O se llama a menudo funtor de olvido, porque consiste en olvidar parte de la

estructura de A. Probar que el funtor O admite un funtor adjunto a izquierda

LP : V ectk −→ P − alg, tal que

LP(V ) = ⊕n≥1V
⊗n ⊗k[Sn] P(n), para todo espacio vectorial V,

donde la acción a derecha de Sn en V ⊗n está dada por (v1 ⊗ · · · ⊗ vn) · σ :=

vσ(1) ⊗ · · · ⊗ vσ(n).

2. Recordemos que un álgebra de Poisson sobre k es un espacio vectorial A pro-

visto de dos operaciones binarias · y [−,−] tales que:

a) (A, ·) es una k-álgebra asociativa y conmutativa, y (A, [−,−]) es un álgebra

de Lie sobre k.

b) las operaciones · y [−,−] verifican la siguiente relación:

[a · b, c] = a · [b, c] + [a, c] · b, para a, b, c ∈ A.

Probar que:
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(i) Si k es un cuerpo de caracteŕıstica 0 y Poiss es la operad asociada a las

álgebras de Poisson, entonces Poiss(n) es la representación regular de Sn, para

n ≥ 1.

(ii) Describir los morfismos γPoiss.

Definición 6 Sea C una categoŕıa monoidal (no necesariamente simétrica). Una

operad no-simétrica, o no-Σ operad, en C es una colección de objetos P ′(n) de C,
provisto de una familia de morfismos

δP ′ : P ′(n)⊗ P ′(m1)⊗ · · · ⊗ P ′(mn) −→ P ′(m1 + · · ·+ mn),

y un morfismo η : κ → P ′(1) que verifican las condiciones a) y b) de la Definición

1.

Si C es una categoŕıa monoidal simétrica con coproductos finitos, a toda operad no

simétrica P ′ en C se le asocia una operad P en C de la siguiente forma:

1. El objeto P(n) es κ[Sn]⊗P ′(n), donde κ[Sn] :=
∐

σ∈Sn

κσ, con κσ = κ para todo

σ ∈ Sn.

2. La acción de Sn en P(n) está dada por la acción evidente en κ[Sn] donde Sn

actúa permutando las copias de κ.

3. Sea Θn,(mi) la aplicación dada por:

Θn,(mi)(σ, τ1, . . . , τn) := (τ1 × · · · × τn) · σ(m1, . . . , mn).

Los morfismos γP están inducidos en forma evidente por los δP′ y los Θn,(mi).

Un ejemplo evidente de una operad asociada a una operad no simétrica es Ass,

donde Ass′(n) = k, para todo n ≥ 1.

2 Poĺıtopo de Stasheff y espacios A∞

2.1 Arboles planares binarios

Definición 7 Un árbol planar es un grafo t orientado conexo, sin lazos y con un

elemento maximal tal que cada vértice de t es el punto inicial de un único segmento

y el punto final de al menos dos segmentos.
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El elemento maximal del árbol se llama ráız. Los segmentos de un árbol limitados

por un vértice sólo en el extremo final se llaman hojas. El árbol que tiene como

único vértice la ráız y n hojas se llama corola de dimensión n, y se nota cn.

Notation 8 Dado n ≥ 0, notamos Tn al conjunto de árboles planares con n hojas.

A continuación describimos los conjuntos Tn, con n ≤ 3,

T1 = {↓} , T2 = {↘ ↙
•
↓ } , y T3 = {

↘ ↙
•
↘ ↙
•
↓

,

↘ ↙
•

↘ ↙
•
↓

,
↘ ↓ ↙
•
↓

}.

El número n se llama el grado de t ∈ Tn y se nota | t |. El conjunto Tn es la

unión disjunta de los conjuntos Tn,k = {t ∈ Tn : t tiene n − 1 − k vértices}. El

conjunto Tn,0 está formado por los árboles tales que cada vértice es el punto final

de exactamente dos segmentos, llamados árboles planares binarios, y Tn,n tiene un

único elemento: la corola cn.

Dados dos árboles t y t′ en Tn, decimos que t es menor que t′ si t′ se obtiene a partir

de t contrayendo segmentos internos. Por ejemplo, tenemos que:

↘ ↙
•
↘ ↙ ↘ ↙
• •
↘ ↙
•
↓

≤
↘ ↓ ↙ ↘ ↙
• •
↘ ↙
•
↓

≤
↘ ↓ ↙
•
↘ ↓ ↙
•
↓ .

Los árboles planares binarios son elementos minimales de Tn para el orden ≤ y la

corola cn es el elemento maximal.

Definición 9 Sean t1, . . . , tr árboles, con ti ∈ Tni
para 1 ≤ i ≤ r,

∨
(t1, . . . , tr) es

el elemento de Tn1+...nr que se obtiene uniendo las ráıces de t1, . . . , tr a una nueva

ráız.

Por ejemplo,

∨
(

↘ ↙
•
↘ ↙
•
↓

, ↓, ↘ ↙
•
↓ ) =

↘ ↙
•
↘ ↙ ↘ ↙
• •
↘ ↓ ↙
•
↓

.

Todo árbol planar t ∈ Tn se expresa en forma única como t =
∨

(t1, . . . , tr), para

cierto conjunto de árboles {t1, . . . , tr}, con | t1 | + · · ·+ | tr |= n.

13



Dado t ∈ Tn numeramos sus hojas de izquierda a derecha con 1, 2, . . . , n. Dados

dos árboles t y t′ y un entero 1 ≤ i ≤| t′ |, el árbol t ◦i t′ se obtiene uniendo la ráız

de t a la i-ésima hoja de t′. Por ejemplo,

↘ ↙
•
↓ ◦4

↘ ↙ ↘ ↙
• •
↘ ↙
•
↓

=

↘ ↙
•

↘ ↙ ↘ ↙
• •
↘ ↙
•
↓

.

Sea k[Tn] el k-espacio vectorial generado por Tn. Definimos ∂ : k[Tn] −→ k[Tn] como

la única transformación lineal que verifica las siguientes condiciones:

1. ∂(cn) =
n−1∑
j=1

n−j∑
i=0

(−1)(i+1)jcj ◦i cn−j.

2. ∂(
∨

(t0, t1, . . . , tr)) :=

r∑
i=0

(−1)n0+···+ni−1

∨
(t0, . . . , ∂(ti), . . . , tr) +

(−1)n(t)
∑

0≤i<j≤r
(i,j) 6=(0,r)

(−1)Ni,j

∨
(t0, . . . , ti−1,

∨
(ti, . . . , tj), tj+1, . . . , tr).

donde ni :=| ti | − número de vértices de ti, n(t) := n0 + · · ·+ nr si

t =
∨

(t0, . . . , tr), y Ni,j := (i + 1)(j − i) + (nj+1 + · · · + nr)(j − i + 1) para

0 ≤ j ≤ r − 1.

Notemos que el número de vértices de t es el número de vértices de ∂(t) − 1, luego

∂(Tn,k) ⊆ Tn,k+1.

La demostración del siguiente resultado se obtiene por inducción en n, si bien no

es complicada resulta extensa y tediosa por lo cual preferimos dejarla a cargo del

lector.

Lema 10 El morfismo ∂ : Tn → Tn verifica que ∂ ◦ ∂ = 0.

Ejercicio. Sea {P(n)}n≥1 una familia de objetos en una categoŕıa monoidal, tal

que:

1. Existe un morfismo η : κ → P(1).
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2. Existen morfismos ◦i : P(n)⊗P(m) −→ P(m + n− 1), para todos los enteros

positivos n,m y 1 ≤ i ≤ m, que verifican:

(i) ◦i ◦(η ⊗ IdP(m)) = IdP(m), para todos m ≥ 1, 1 ≤ i ≤ m,

(ii) ◦1 ◦(IdP(m) ⊗ η) = IdP(m), para todo m ≥ 1,

(iii) Dados f ∈ P(n), g ∈ P(m), h ∈ P(r), 1 ≤ i ≤ m + r − 1 y 1 ≤ j ≤ r,

f ◦i (g ◦j h) =





g ◦n+j−1 (f ◦i h), si 1 ≤ i ≤ j − 1

(f ◦i−j+1 g) ◦j h, si j ≤ i ≤ j + m− 1

g ◦j (f ◦i−m+1 h), si j + m ≤ i ≤ m + r − 1.

Probar que existe una única estructura de operad no simétrica en {P(n)}n≥1 tal que

γP(f ⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1⊗ g ⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1) = g ◦i f,

donde mj = 1 si j 6= i.

2.2 Poĺıtopo de Stasheff

Dado un espacio vectorial X y un punto x0 ∈ X, en la sección anterior definimos

el espacio Ω(X, x0) de lazos con base x0. Dados dos lazos γ y µ, la composición de

Poincaré de γ y µ es el lazo:

γ ◦ µ(t) :=

{
µ(2t) si 0 ≤ t ≤ 1

2

γ(2t− 1) si 1
2
≤ t ≤ 1.

La operación ◦ no es asociativa, pero H : [0, 1]×Ω(X, x0)
3 −→ Ω(X, x0), dada por:

H(h, γ, µ, δ)(t) :=





δ( 4t
1+h

) si 0 ≤ t ≤ 1+h
4

µ(4t− h− 1) si 1+h
4
≤ t ≤ 2+h

4

γ(4t−h−2
2−h

) si 2+h
4
≤ t ≤ 1,

define una homotoṕıa entre (γ ◦ µ) ◦ δ y γ ◦ (µ ◦ δ), para toda terna de lazos γ, µ y

δ.

El problema inicial de J.D. Stasheff (cf. [St1]) fue simplificar un criterio de Sugawara

(cf. [Su]) que caracteriza los espacios topológicos que son, módulo homotoṕıa, espa-

cios de lazos. La idea básica de [St1] es considerar espacios topológicos X munidos

de una función continua ◦ : X2 → X.
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Observemos que el conjunto de árboles planares binarios T (n, 0) describe todas las

formas posibles de obtener elementos de X a partir de n elementos x1, . . . , xn de X

y la operación ◦, manteniendo el orden de las xi’s. Por ejemplo:

1. El árbol
↘ ↙
•
↓ determina la operación x1 ◦ x2.

2. El árbol

↘ ↙
•
↘ ↙
•
↓

está asociado a la operación (x1 ◦ x2) ◦ x3, mientras que el

árbol

↘ ↙
•

↘ ↙
•
↓

da la operación x1 ◦ (x2 ◦ x3).

Evidentemente, si queremos todos los elementos posibles que se obtienen a partir de

n elementos y la operación ◦ debemos considerar las permutaciones de elementos, y

tomar el producto cartesiano Sn × Tn,0.

Como la operación ◦ no es asociativa, sino asociativa módulo homotoṕıa, Stasheff

considera que la corola
↘ ↓ ↙
•
↓ representa la homotoṕıa entre

↘ ↙
•
↘ ↙
•
↓

y

↘ ↙
•

↘ ↙
•
↓

.

De otra forma, si miramos el conjunto parcialmente ordenado (T3,≤) y construimos

su realización geométrica (cf. [CR]), obtenemos una descomposición celular del disco

D1 := {t ∈ R : t2 ≤ 1} de dimensión 1, que es la división baricéntrica de:

↘ ↓ ↙
•
↓

↘ ↙
•
↘ ↙
•
↓

• − −−−−−−−− •
↘ ↙
•

↘ ↙
•
↓

,

que corresponde al poĺıtopo de Stasheff de dimensión 3, K3.

En general, el poĺıtopo de Stasheff Kn (también llamado asociahedro) de dimensión

n es una descomposición celular de Dn−2 := {(t0, . . . , tn−2) ∈ Rn−1 :
∑n−2

i=0 t2i ≤ 1},
para n ≥ 2, cuyas celdas de dimensión k corresponden a los elementos de Tn,k. Por

ejemplo, los árboles planares binarios corresponden a los vértices de Kn y la única

celda de dimensión n − 2 corresponde a la corola cn. Observemos además que el

borde geométrico de Kn está descripto por la aplicación ∂ definida en la sección

anterior.

Existen en la literatura varias descripciones de la realización de Kn como un poĺıtopo

convexo, por ejemplo [Le] ,[GKZ] ,[To], [De] , [CFZ] y [Lo2]. Para aquellos lectores

familiarizados con la realización geométrica de conjuntos parcialmente ordenados,
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Kn es la descomposición celular de Dn−2 cuya subdivisión baricéntrica corresponde

a la realización del conjunto parcialmente ordenado (Tn,≤). El espacio K1 es un

punto que corresponde al árbol c1 =↓.
Dados enteros no negativos n,m1, . . . , mn, el espacio Kn×Km1 ×· · ·×Kmn es igual

a la celda de Km1+···+mn correspondiente al árbol

cm1 ◦1 (cm2 ◦2 (. . . cmn−1 ◦n−1 (cmn ◦n cn)))).

Por ejemplo,

1. K1×Km = Km tiene dimensión m−2, para m ≥ 2, y corresponde a todo Km,

que es la celda asociada a cm ◦1 c1 = cm.

2. K2 ×K3 ×K3 tiene dimensión 2, y corresponde a la celda asociada al árbol

↘ ↓ ↙ ↘ ↓ ↙
• •
↘ ↙
•
↓

.

3. K3 ×K1 ×K3 ×K2 es la celda de dimensión 2 asociada al árbol

↘ ↓ ↙ ↘ ↙
• •
↓ ↙

↘ ↓ ↙
•
↓

.

Sea λn,m1,...,mn : Kn ×Km1 × · · · ×Kmn −→ Km1+···+mn la inclusión de

Kn×Km1×· · ·×Kmn en Km1+···+mn , v́ıa la identificación con la celda correspondiente.

Ejercicio. Probar el siguiente Lema.

Lema 11 La familia de K := {Kn}n≥1 con las aplicaciones λn,m1,...,mn es una operad

no simétrica en la categoŕıa Top.

El principal resultado de [St1] es el siguiente teorema, que simplifica el principio de

reconocimiento de Sugawara:

Teorema 12 Un espacio conexo Y , con el tipo de homotoṕıa de un complejo CW,

tiene el tipo de homotoṕıa de un espacio de lazos Ω(X) para algun espacio X si y

solo si Y es un álgebra sobre la operad asociada a K.
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3 Otros ejemplos

3.1 Operads algebraicas asociadas a operads topológicas

Dados un espacio topológico X y un cuerpo k, el espacio simplicial de cadenas

singulares Sing∗(X, k), de X con coeficientes en k (cf. [ML2] y [Ma2]), determina un

funtor Sing : Top −→ Simp(V ectk), donde Simp(V ectk) es la categoŕıa de objetos

simpliciales de V ectk. Sea CSing : Top −→ GDV ectk la composición de Sing con

el funtor CC : Simp(V ectk) −→ GDV ectk, que asigna a un objeto simplicial el

complejo de cadenas asociado.

Observación. Dados n,m ≥ 1, el producto de simples estándar ∆n × ∆m es una

unión de
(

n+m
n

)
copias de ∆n+m.

En efecto, para n y m fijos, consideremos el conjunto Cn,m de sucesiones no crecientes

i = (i1, . . . , im) de m enteros con 0 ≤ ij ≤ n. Es fácil ver que Cn,m tiene
(

n+m
n

)

elementos. Para cada i ∈ Cn,m definimos la región Ri de ∆n×∆m como el conjunto de

todos los elementos ((x1, . . . , xn, 1−
∑n

j=1 xj), (y1, . . . , ym, 1−∑m
j=1 yj)) de ∆n×∆m

que verifican, para todo 1 ≤ j ≤ m, las siguientes condiciones:

x1 + · · ·+ xij + y1 + · · ·+ yj ≤ 1,

x1 + · · ·+ xij + xij+1 + y1 + · · ·+ yj ≥ 1.

Es claro que Ri es un subconjunto cerrado de ∆n×∆m. Definimos Fi : ∆n+m → Ri,

asociada a i = (i1, . . . , im) en la siguiente forma:

Sean hk el número de ij’s tales que ij = k+1, y Hk := h0 + · · ·+hk, para 0 ≤ k ≤ n.

Y sean

gl :=





im + 1 si l = m

il − il−1 + 1 si 1 ≤ l < m

n− i1 si l = 0,

y Gm := g1 + · · · + gm. Dado un elemento (t0, . . . , tn+m) ∈ ∆n+m, definimos

Fi((t0, . . . , tn+m)) :=

((t0 + · · ·+ th0 , . . . , tHn−1+1 + · · ·+ tn+m), (tGm+1 + · · ·+ tn+m, . . . , t0 + · · ·+ tgm)).

La demostración del siguiente resultado queda a cargo del lector.

Lema 13 Las regiones Ri definidas más arriba verifican las siguientes propiedades:
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1. La intersección de los interiores de las regiones Ri y Rk es vaćıa si i 6= k.

2. ∆n ×∆m es la unión de los subespacios cerrados Ri, con i ∈ Cn,m.

3. Dado i ∈ Cn,m, la función Fi : ∆n+m → Ri es continua y biyectiva.

Dada una operad P en Top, la operad CSing(P) en DGV ectk, está dada por:

1. CSing(P)(n) es el complejo de cadenas asociado CSing(P(n)).

2. La acción de Sn en CSing(P)(n) es la inducida por la acción de Sn en P(n).

3. Las funciones γCSing(P) están determinadas por las aplicaciones Fi, definidas

anteriormente, y las funciones γP .

Ejemplos. 1. La operad A∞. Sea CSing(K) la no-Σ operad asociada a los

poĺıtopos de Stasheff. El objeto CSing(K)(n) es el complejo de cadenas singular

del poĺıtopo Kn.

Definición 14 (cf. [Vo2]) La operad A∞ de álgebras asociativas módulo homotoṕıa

en la categoŕıa DGV ectk es la operad asociada a CSing(K).

Observemos que el complejo CSing(K)(n) resulta quasi-isomorfo (cf. [ML2]) al

complejo de cadenas (k[Tn], ∂) cuyos k-ésimo espacio está generado por el conjunto

Tn,k de árboles planares con n hojas y n − k − 1 vértices, y cuyo diferencial está

dado el morfismo ∂ definido en la Sección 2.1. Tenemos que k[Tn]n−2 es el espacio

de dimensión 1 generado por la corola cn, y que k[Tn]k = 0, para k > n− 2.

Ejercicio. (d́ıficil) Probar que una A∞-álgebra es un k-espacio vectorial diferencial

graduado (A = ⊕n≥0An, d) munido de una familia {µn}n≥2 de operaciones tales que:

1. µn : A⊗n −→ A es un transformación n-lineal de grado n− 2,

2.

d(µn(a1 ⊗ · · · ⊗ an)− (−1)n

n∑
i=1

α(i)µn(a1 ⊗ · · · ⊗ d(ai)⊗ · · · ⊗ an) =

∑

k+l=n+1

k−1∑
i=0

(−1)i+l(n−i−l)β(i, l)µk(a1⊗· · ·⊗ai⊗µl(ai+1⊗· · ·⊗ai+l)⊗· · ·⊗an),

donde α(i) := (−1)|a1|+···+|ai|−1, β(i, l) := (−1)|a1|+···+|ai|+l−2, y | a | es el grado

de a ∈ A.
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2. Algebras de Gerstenhaber En [Ge], M. Gerstenhaber define distintas op-

eraciones en el complejo CC∗(A) de cocadenas de Hochschild de una k-álgebra A,

que le permiten obtener en el A-módulo de cohomoloǵıa de Hochschild HH∗(A) un

producto conmutativo ∪ y un corchete de Lie [−,−], que verifican cierta relación.

Definición 15 Un álgebra de Gerstenhaber en un espacio vectorial graduado

V = ⊕n∈ZVn munido de dos operaciones binarias · y [−,−] que verifican las sigu-

ientes propiedades:

1. · es asociativa y conmutativa graduada, o sea,

v · w = (−1)nmw · v, para v ∈ Vn y w ∈ Vm.

2. [−,−] es un corchete de Lie graduado en la desuspensión V [1] de V , esto es

[v, w] = (−1)(n−1)(m−1)[w, v]

[v, [w, z]] = [[v, w], z]− (−1)(m−1)(r−1)[[v, z], w], si v ∈ Vn, w ∈ Vm y z ∈ Vr.

3.

[v, w · z] = [v, w] · z + (−1)(n−1)mw · [v, z], si v ∈ Vn, w ∈ Vm y z ∈ Vr.

En otras palabras, un álgebra de Gerstenhaber es una cierta versión graduada de

un álgebra de Poisson.

El ejemplo clásico de un álgebra de Gerstenhaber es el k-espacio de cohomoloǵıa de

Hochschild de un álgebra asociativa sobre k (cf. [Ge]).

Sea e2 = H∗(Q2, k) la operad en GV ectk asociada a la homoloǵıa singular de la

operad Q2 de pequeños cubos en el plano. O sea que e2(n) =
∑

i≥0 Hi(Q2(n), k) es

la homoloǵıa del complejo CSing(Q2(n), k).

El siguiente Teorema se debe a F. Cohen (cf. [Co])

Teorema 16 La categoŕıa de álgebras de Gerstenhaber Z-graduadas es equivalente

a la categoŕıa de e2-álgebras.

En 1993, P. Deligne conjeturó que el Teorema de Cohen puede ser naturalmente

levantado a los complejos de cocadenas.

Conjetura de Deligne. El complejo de cocadenas de Hochschild de un álgebra

asociativa A es una CSing(Q2)-álgebra.

La conjetura de Deligne fue probada por M. Konsevitch en 1999. Para una de-

scripción más detallada del problema sugerimos ver [Ko], [KS], [Vo1] y [Ta].
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3.2 Otras operads asociadas a los árboles planares

1. Magma libre (cf. [GH] )

Definición 17 Un magma libre sobre k es un k espacio vectorial M equipado con

una operación bilineal µ : M ⊗M −→ M .

Ejercicio. Probar que la operad Mag cuyas álgebras son magmas libres, es la

operad asociada a la siguiente no-Σ operad siguiente:

1. Mag′(n) es el k-espacio vectorial k[Tn,0] generado por el conjunto de árboles

planares binarios con n hojas, para n ≥ 2.

2. Mag′(1) := k· ↓

3. δMag′ : k[Tn,0]⊗ k[Tm1,0]⊗ · · · ⊗ k[Tmn,0] −→ k[Tm1+···+mn,0] está dada por:

δMag′(t0 ⊗ t1 ⊗ · · · ⊗ tn) := t1 ◦1 (t2 ◦2 (. . . (tn−1 ◦n−1 (tn ◦n t0))),

donde ◦i es la operación de injerto en la i-ésima hoja, definida en la Sección

2.1.

2. Algebras dendriformes (cf. [Lo3])

Definición 18 Un álgebra dendriforme sobre k es un k espacio vectorial D mu-

nido de dos operacions bilineales Â, ≺: D ⊗ D −→ D que verifican las siguientes

relaciones:

1. a Â (b Â c) = (a Â b) Â c + (a ≺ b) Â c,

2. a Â (b ≺ c) = (a Â b) ≺ c,

3. a ≺ (b Â c) + a ≺ (b ≺ c) = (a ≺ b) ≺ c,

para todos a, b y c en D.

Observación Si (D,Â,≺) es un álgebra dendriforme entonces (D, ∗) es un álgebra

asociativa, con a ∗ b := a Â b + a ≺ b.

Ejemplo. Consideremos el espacio vectorial Dend(k) generado por todos los árboles

planares binarios, Dend(k) :=
⊕

n≥1 k[Tn,0].

21



Notemos que si tl y tr son dos árboles planares binarios, entonces t =
∨

(tl, tr)

también resulta un árbol binario. Más aún, dado t ∈ Tn+1,0, t se escribe en forma

única como
∨

(tl, tr), con tl ∈ Tnl+1,0, tr ∈ Tnr+1,0, y n = nl + nr + 1 (donde tl o tr

pueden ser el árbol ↓).
Existe una única estructura de álgebra dendriforme en Dend(k) dada por las sigu-

ientes definiciones:

1. Dado un árbol planar binario t, tenemos que:

(i) t∗ ↓:= t =:↓ ∗t,
(ii) t Â↓=↓≺ t = 0,

(iii) t ≺↓=↓Â t = t.

2. Si t =
∨

(tl, tr) y w =
∨

(wl, wr), entonces

(i) t Â w :=
∨

(t ∗ wl, wr),

(ii) t ≺ w :=
∨

(tl, tr ∗ w),

donde t ∗ w = t Â w + t ≺ W .

Ejercicio.

1. Calcular

↘ ↙
•
↘ ↙
•
↓

Â
↘ ↙ ↘ ↙
• •
↘ ↙
•
↓

y

↘ ↙
•

↘ ↙
•
↓

≺ ↘ ↙
•
↓ .

2. Probar que Dend(k) con las operaciones Â y ≺ aśı definidas es un álgebra

dendriforme.

La operad Dend asociada a las álgebras dendriformes está dada por un operad

no simétrica Dend′. Para describirla, observemos que las operaciones en n variables

x1, . . . , xn, donde el orden de la variables queda fijo, corresponden a todos los árboles

planares binarios con n + 1 hojas.

Consideramos al árbol
↘ ↙
•
↓ como la operación identidad, a

↘ ↙
•
↘ ↙
•
↓

como la

operación x1 Â x2, y a

↘ ↙
•

↘ ↙
•
↓

como la operación x1 ≺ x2. Vamos a ver ahora

que Dend′(n) es el espacio vectorial generado por el conjunto Tn+1,0.
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Procedemos por inducción sobre n: dado un árbol t =
∨

(tl, tr), suponemos que

existen operaciones fl ∈ Dend′(nl) y fr ∈ Dend′(nr) que corresponden, respectiva-

mente, a tl y tr; entonces a t le corresponde la operación

f(x1, . . . , xn) := f1(x1, . . . , xnl
) Â xnl+1 ≺ fr(xn−l+2, . . . , xn).

Al revés, dada una operación f ∈ Dend′(n), las relaciones de la definición 18 impli-

can que existe una única expresión del tipo:

f(x1, . . . , xn) = fl(x1, . . . , xnl
) Â xnl+1 ≺ fr(xnl+2, . . . , xn),

con 1 ≤ l ≤ n, fl ∈ Dend′(nl) y fr ∈ Dend′(n− nl − 1). Procediendo por inducción

en n, si fl está dada por el árbol tl y fr por el árbol tr, entonces a f le corresponde

el árbol t =
∨

(tr, tl).

Esto muestra que Dend′(n) = k[Tn+1,0], para n ≥ 1.

Evidentemente, η : k → k[T2,0] = k · ↘ ↙
•
↓ es el morfismo identidad.

Para definir las operaciones δDend′ usamos la estructura de álgebra dendriforme de

Dend(k). Supongamos que tenemos t ∈ Tn+1,0, w1 ∈ Tm1+1,0, . . . y wn ∈ Tm−n+1,0,

sabemos que a t le corresponde una única operación f de n variables, construida a

partir de Â y ≺. Definimos entonces:

δDend′(t⊗ w1 ⊗ · · · ⊗ wn) := f(w1, . . . , wn).

La definición es correcta pues w1, . . . , wn son elementos del álgebra dendriforme

Dend(k).

Aplicaciones. I. Algebras de Baxter. En [Ag] y [EF] se estudia la conexión entre

las álgebras dendriformes y los operadores de Baxter. Un operador de Baxter de peso

λ en un álgebra asociativa (A, ·) sobre k es una transformación lineal B : A → A

que verifica:

B(a) ·B(b) + λB(a · b) = B(a ·B(b) + B(a) · b), para a, b ∈ A.

En particular, si B es un operador de Baxter de peso 0 sobre (A, ·) se definen

operaciones:

a Â b := B(a) · b y a ≺ b := a ·B(b), para a, b ∈ A.

El siguiente resultado se verifica con un sencillo cálculo:
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Lema 19 Dada un álgebra asociativa (A, ·) con un operador de Baxter B de peso

0, el álgebra A con las operaciones Â y ≺ es un álgebra dendriforme.

Ejercicio. (o más bien problema . . . ) Construir la operad asociada a las álgebras

de Baxter (Sugerencia: usar la construcción de álgebras de Baxter libres de [GuK]

y que Baxt es una operad no simétrica )

II. Grafos orientados y L-coálgebras. En [Ler], P. Leroux define estructuras de

co-álgebras asociadas a grafos orientados localmente finitos.

Definición 20 Un grafo orientado es una cuaterna G = (G0, G1, s, t) donde G0

y G1 son conjuntos numerables, llamados respectivamente conjunto de vértices y

conjunto de flechas, y s, t : G1 → G0 son aplicaciones, llamadas origen y final,

respectivamente.

Un grafo orientado se dice localmente finito si s−1(v) y t−1(v) son conjuntos finitos,

para todo v ∈ G0.

Una función de peso en un grafo orientado G es una aplicación ω : G1 → k.

En toda la sección consideraremos solo grafos orientados (G0, G1, s, t) tales que dados

dos vértices v, w ∈ G0 existe a lo sumo una flecha g ∈ G1 con s(g) = v y t(g) = w.

Sea G un grafo orientado localmente finito equipado con una función de peso ω.

Consideramos el espacio vectorial k[G0] generado por los vértices, provisto de los

coproductos ∆ , ∆̂ : k[G0] → k[G0]⊗ k[G0], dados por:

∆(v) :=
∑

g∈G1∩s−1(v)

ω(g)v ⊗ t(g)

∆̂(v) :=
∑

g∈G1∩t−1(v)

ω(g)s(g)⊗ v,

para v ∈ G0.

Ejemplo. Sea G el grafo dado por:

a
λ−→ b

µ ↓
λ

↗ ↑ η

d c,

con λ, µ y η ∈ k. Tenemos que ∆(a) = a⊗ (λb + µd), ∆̂(a) = 0 y
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∆̂(b) = (λ(a + d) + ηc)⊗ b.

Es fácil ver que ∆ y ∆̂ no son coasociativas, pero verifican la siguiente relación:

(1) (∆̂⊗ Id) ◦∆ = (Id⊗∆) ◦ ∆̂.

Si pensamos que el grafo indica el estado de un punto en un momento de terminado,

la operación (∆̂ ⊗ Id) ◦ ∆ puede interpretarse como pasado ⊗ presente ⊗ futuro.

Esto motiva la siguiente definición.

Definición 21 Una L-coálgebra es un espacio vectorial V equipado con dos copro-

ductos ∆, ∆̂ : V −→ V ⊗ V que verifican la relación (1).

Si V es una L-coálgebra de dimensión finita, entonces su dual V ∗ es un espacio

vectorial munido de dos productos Â y ≺ que verifican la segunda ecuación de la

Definición 18, o sea:

a Â (b ≺ c) = (a Â b) ≺ c, paraa, b, c ∈ V ∗.

Si llamamos L-álgebras a los objetos con esta propiedad, resulta que toda álgebra

dendriforme es una L-álgebra.

Ejercicio. (sin respuesta conocida) Determinar la operad L − alg asociada a las

L-álgebras y definir el morfismo de operads L − alg −→ Dend que da la inclusión

de las álgebras dendriformes en las L-álgebras.

3. Algebras pre-Lie y álgebras de Gerstenhaber

En los ejemplos de la Sección anterior damos la definición de álgebra de Gersten-

haber. En [Ge], M. Gertenhaber define ciertas operaciones en el complejo CC∗(A)

de cocadenas de Hochschild de una k-álgebra A, que inducen una estructura de

álgebra de Gerstenhaber en el espacio de cohomoloǵıa HH∗(A). En particular, el

corchete de Lie proviene de una estrucutra llamada por M. Gerstenhaber álgebra

pre-Lie álgebra, cuya definición es la siguiente:

Definición 22 Una k-álgebra pre-Lie es un espacio vectorial L provisto de una

operación bilineal • : L⊗ L −→ L que verifica la siguiente relación:

(a • b) • c− (b • a) • c = a • (b • c)− a • (c • b),

para todos a, b, c ∈ L.
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Observación.

1. Si (L, •) es un álgebra pre-Lie, entonces L con el corchete definido por:

[a, b] := a • b− b • a, para a, b ∈ L,

es un álgebra de Lie.

2. Si (D,Â,≺) es un álgebra dendriforme entonces D con la operación • dada

por .

a • b := a ≺ b− b Â a, para a, b ∈ D,

es un álgebra pre-Lie.

La operad asociada a las álgebras pre-Lie está descripta en [ChL] en términos de

árboles no-planares con vértices coloreados.

Ejercicio. (con solución desconocida) En la observación definimos un funtor de la

categoŕıa de algebras dendriformes en la categoŕıa de álgebras pre-Lie. Describir el

morfismo de operads Pre− Lie −→ Dend correspondiente a este funtor.
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